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Introduccion

El objetivo fundamental de este trabajo reside en mostrar como la introduccién de
no linealidades permite explicar fenémenos econémicos no explicados por la modeli-
zacion lineal, que los considera resultado de perturbaciones exégenas e inexplicables.
Para ello, en concreto, vamos a analizar cémo afecta la consideracién de no lineali-
dades en la relaciones de las variables econémicas al comportamiento dindmico de
los modelos de crecimiento tradicionales.

Aunque los modelos de crecimiento tradicionales son no lineales, la forma funcio-
nal que se considera para las tasas de crecimiento de las variables que determinan el
crecimiento de la economfa es en ultima instancia lineal. Las razones por las que se
han utilizado tan frecuentemente los sistemas dindmicos lineales (que generan com-
portamientos cualitativos muy limitados: bdsicamente convergencia o divergencia a
un punto de equilibrio o a un ciclo periédico) son varias. Por un lado tenemos el
paradigma neocldsico del equilibrio econémico y toda la literatura a la que ha dado
lugar. Bajo este paradigma, el mercado aparece como un mecanismo de estabili-
zacion y la economia en el largo plazo converge al equilibrio. Esto dio lugar a que
la mayoria de los trabajos se centrasen en buscar las condiciones necesarias para
garantizar la convergencia y estabilidad de dicho equilibrio. Asf las cosas, la dina-
mica simple se ajustaba al tipo de comportamiento dindmico que buscaba la teoria
neocldsica. Sin embargo, este tipo de modelizacién se encontré con un problema: no
parecfa reflejar el comportamiento irregular y complicado que se observa en las series
econdmicas. La nueva economia cldsica solucioné este problema introduciendo per-
turbaciones exégenas estocdsticas. El origen de las fluctuaciones e irregularidades
vendria dado por shocks exégenos que afectan a las variables fundamentales de la
economia, de tal forma que en ausencia de tales perturbaciones el sistema econémico
converge al equilibrio (es decir, el sistema es end6genamente estable).

A pesar de que la modelizacién lineal y las dindmicas simples han sido predomi-



nantes en economia, desde el punto de vista tedrico, el hecho de que las fluctuaciones
econdémicas fuesen resultado de shocks exégenos no convencia a muchos autores. De
este descontento surge, en la década de los ochenta, toda una serie de trabajos que
tratan de demostrar la naturaleza endégena de las fluctuaciones econémicas’: en au-
sencia de shocks exdgenos la dindmica interna no lineal de la economia es capaz de
generar comportamientos tan complejos que pueden parecer generados aleatoriamen-
te. La naturaleza enddgena de las fluctuaciones implica en términos matemaéticos
la consideracién de no linealidades y, como es bien conocido, su introduccién pue-
de conllevar un cambio notable en los comportamientos dindmicos de las variables
modelizadas pues uno de los posibles comportamientos que genera la introduccién
de no linealidades es el comportamiento caético. Las dindmicas no lineales caéticas
muestran cémo un sistema determinista extremadamente simple es capaz de generar
trayectorias dindmicas de gran complejidad con apariencia puramente aleatoria. En
concreto, la evolucion temporal de las variables puede ser extremadamente compleja,
incluso erratica, reflejando entonces de una manera mas precisa el tipo de comporta-
mientos observados en la realidad. Si esto es asi, ya no serfa necesaria la introduccién
de perturbaciones estocdsticas para modelizar las irregularidades que observamos en
dichas series; las irregularidades son explicadas por la propia dindmica interna del
modelo.

En resumen, en la medida que la introduccién de no linealidades pueda explicar
la existencia de fluctuaciones irregulares —no explicadas por la modelizacién lineal al
suponer que son resultado de shocks exégenos—, cabe esperar que la aplicacién de los
sistemas dindmicos no lineales en la teorfa econémica pueda enriquecer y completar

los trabajos que tratan de explicar el origen y la naturaleza de los ciclos. Una de

'La idea de la naturaleza endégena de las fluctuaciones no era nueva; en los afos cuarenta y
cincuenta autores de la talla de Hicks, Kaldor y Goodwin desarrollaron modelos no lineales con
el objetivo de demostrar dicha hipétesis. Sin embargo, a partir de los anos sesenta este tipo de
modelizacién se abandoné en favor de la modelizacién lineal con shocks estocdsticos. La razon
principal era que estos primeros modelos carecian de una base microeconémica sélida en términos
del comportamiento optimizador de los agentes.



las dreas econémicas donde se ha estudiado con mayor profusién la introduccién de
no linealidades en las relaciones econémicas y la posibilidad de obtener dindmicas
complejas es la teorfa del crecimiento econémico. Los modelos de crecimiento tra-
dicionales, en general, no se han ocupado de estudiar las fluctuaciones irregulares
a lo largo de la tendencia del crecimiento sostenido, limitdandose al estudio de esta
iltima. Como veremos, la introduccién de no linealidades permite analizar ambos
fenémenos, el crecimiento y los ciclos de forma conjunta.

Para cumplir con nuestro objetivo el trabajo se divide en dos partes. En la
primera parte, vamos a introducir de forma sencilla la teorfa de los sistemas dina-
micos no lineales y caéticos. Para ello, en primer lugar, introducimos una serie de
conceptos previos en relacién a los sistemas dindmicos no lineales. A continuacién
analizaremos un concepto que tiene especial importancia en teorfa econémica, el de
bifurcacién. El concepto de bifurcacién se emplea para describir cambios significa-
tivos en el comportamiento cualitativo del sistema ante pequenas variaciones de los
pardmetros. Llegados a este punto presentaremos las caracteristicas propias de los
sistemas caoticos, para lo cual utilizaremos un ejemplo de sistema dindmico muy
sencillo, la ecuacién logistica.

En la segunda parte repasamos los principales modelos de crecimiento donde se
ha analizado el efecto de la consideraciéon de no linealidades en la modelizacién de
algunas variables econémicas y la posibilidad de que se generen dindmicas caéti-
cas. En general podemos considerar la existencia de cinco tipos de modelos donde
se ha llevado a cabo este andlisis: modelo de Solow, modelos de crecimiento 6pti-
mo exégeno, modelos de generaciones sucesivas, modelo de Goodwin y modelos de

crecimiento éptimo endégeno.






1 Introduccion a la teoria del caos

1.1 Conceptos basicos

En esta seccién pretendemos introducir los conceptos bésicos necesarios para el estu-
dio de los sistemas cadticos, centrandonos en los que mas se han utilizado en Teorfa
Econémica. Nuestro objetivo no es realizar un estudio detallado y profundo de la
teorfa del caos, sino, de manera sencilla aunque rigurosa, presentar los instrumentos
necesarios para seguir sin mucha dificultad la segunda parte de este trabajo, donde
aparecen conceptos relacionados con esta teorfa.

Los modelos de crecimiento en general analizan la evolucion de las tasas de
crecimiento de las variables econémicas y los factores que las determinan. El estudio
de los procesos que evolucionan en el tiempo se lleva a cabo mediante la denominada
teorfa de los sistema dindmicos. Por las razones expuestas en la introduccién estos
sistemas han sido tradicionalmente lineales. En esta seccién nos vamos a ocupar de
los no lineales.

Los sistemas dindmicos pueden ser de dos tipos: discretos o continuos. Un

sistema, dindmico discreto viene dado por?:

Ty = f(xt—l)a (1'1)

donde t representa el tiempo medido a intervalos regulares y f : X — X es una
funcién que suponemos continua definida en cierto subconjunto abierto de X C R™.
X recibe el nombre de espacio de fases o de los estados. z; = (z},27,...,27) es

el vector de estado en el instante ¢ y estd formado por las variables de estado del

sistema. En (1.1) la funcién f transforma cada estado en el siguiente, determinando

2Esta es la expresion general de una ecuacién en diferencias auténoma, es decir, en la que f no
depende explicitamente de t. La expresion general de una ecuacién en diferencias es z; = f(t, x4_1).
Nosotros nos centraremos en los sistemas auténomos pues son los habituales en las aplicaciones;
ademsds, tienen interpretaciones geométricas muy elocuentes.



la ley de evolucién del sistema dindmico®. El sistema dindmico es lineal si f es lineal.
Si conocemos el estado inicial o podemos reconstruir toda la evolucién del sistema:

zo, %1, T2, Esta se obtiene de forma recursiva como:

r1 = f(x0), 22 = f(21) = f (f(w0)) = f(w0), ..

que en términos generales equivale a:

Ty = ft(CUo)

La expresién anterior se denomina solucién general del sistema y nos permite

conocer el estado del sistema en cualquier instante a partir de x. La sucesién:

{.fg, f2<£U0) f3 CU() } Uft CUO (12)

t>0

se llama oOrbita con dato inicial zo. Como veremos, las érbitas de un sistema no
lineal pueden llegar a ser muy complejas. Nosotros por ahora vamos a introducir

tres de tipos de érbitas, claves en el estudio de los sistemas dindmicos.

*

1. Puntos fijos o de equilibrio. x* es un punto fijo de (1.1) si f(z*) = z*. Los
puntos fijos son puntos de equilibrio; una vez que el sistema entra en ellos
evoluciona de forma constante en el tiempo. La érbita de un punto fijo es la

secuencia constante z*, z*, x*, ..., esto es , y(z*) = {x*} .

2. Puntos periddicos. z* es un punto periédico del sistema (1.1) si existe un
i € N, i > 1 tal que f!(z*) = x*. Los puntos periédicos son equilibrios ciclicos

que regresan a si mismos después de i iteraciones. El minimo entero k tal que

3El sistema (1.1) sélo tiene memoria de un perfodo (orden 1). En principio, una ecuacién
en diferencias puede tener mds memoria, esto es, que x; dependa de varios estados pasados
Ti—_1,T¢_9,...,Ty_k; sin embargo, sencillos cambios de variable permiten expresarla de la forma
dada en (1.1).



f¥(2*) = z* se llama orden del punto periédico. Si z* es ciclico de orden i,
x* es un punto fijo para g = f*. En este caso, la ¢érbita estd formada por un

conjunto finito de puntos: {z*, f(z*), f2(z*),...f" (z*)} .

3. Puntos eventualmente fijos o eventualmente periddicos. Es el caso en el que
x* no es ni punto fijo ni periédico, pero algin punto de la érbita de z* es fijo

o peridédico.

Un sistema dindmico continuo viene dado por una ecuacién diferencial:

T = f(x), (1.3)

donde t es una variable continua y ahora f : W C R™ — R" es un campo vectorial
definido en cierta regién abierta W de R", que determina la direccién y la velocidad
del movimiento. En cada instante el ritmo de variacién de cada variable de estado
estd determinado por los valores que tomen ellas y las demds variables. Mediante los
teoremas fundamentales de existencia y unicidad para ecuaciones de primer orden se
puede demostrar que una ecuacién de la forma (1.3) tiene una unica solucién local
que satisface las condiciones iniciales dadas, suponiendo que f admite derivadas
parciales continuas de primer orden. De forma precisa, la solucién de la ecuaciéon
(1.3) con condicién inicial z(0) = x¢, es una funcién vectorial z(t, zg) : I C R* — R

definida en un intervalo abierto I tal que:

dx(t, xo)

e flz(t,xg)), Vtel (1.4)

Geométricamente, la funcién solucién es una curva en R” y el sistema (1.3)

4Se tienen aquf andlogos comentarios a los efectuados para ecuaciones en diferencias en las notas
1y 2.



determina el vector tangente en cada punto de la curva. La aplicacién:

¢, R* — R"

o — 6y(x0) = x(t, o)

se denomina flujo generado por el sistema dindmico, y permite determinar la evolu-
cién de cualquier conjunto de condiciones iniciales.
Llamamos 6rbita de xy € X a la curva que recorre la unica solucién z(¢, zo) con

dato inicial® z(0) = zg:

v(x0) = {r(wo), t € I} = dy(a0) (1.5)

tel

En tiempo continuo se definen, de manera andloga al caso discreto, los puntos
de equilibrio y las érbitas periddicas. z* es un punto fijo o de equilibrio de (1.4) si
f(z*) = 0. Por otro lado, z* es un punto periédico de (1.4) si existe un 7" # 0 tal
que ¢p(x*) = z*. La 6rbita de un punto periédico es una curva cerrada simple.

Para mostrar los conceptos bésicos de la teoria del caos vamos a utilizar los sis-
temas dindmicos discretos. En la medida que lo que pretendemos mostrar no difiere
sustancialmente en uno u otro sistema, por sencillez nos limitaremos al caso dis-
creto y haremos referencia al caso continuo cuando sea necesario. Basta notar que,
mientras que un sistema unidimensional en tiempo discreto puede generar dindmica
cadtica, en tiempo continuo es necesario, como minimo, que el sistema tenga dimen-
sién tres para generar dicha dindmica, lo que dificulta notablemente el tratamiento

analitico.

®No es lo mismo recorrerla en un sentido que en el opuesto. Asi, se define érbita po-
sitiva como v (xg) = {z(t,z0), t € I, t > 0} (estados en el futuro) y orbita negativa como
v (zo) = {z(t,z0), t € I, t <0} (estados pasados).



Estabilidad

A continuacién vamos a introducir los diferentes conceptos de estabilidad de una
6rbita de un sistema discreto. Como en la préctica es imposible saber con exactitud
el valor inicial zg del que parte la 6rbita -y (), es importante analizar si nos alejamos
o0 acercamos a 7y (o) si partimos de un dato inicial Z, préximo a zy, es decir, si esta

orbita es “alcanzable” en la préctica.
Definicién 1 (Estabilidad local en sentido de Lyapunov)

(a) v (xg) es estable si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que para todo To con
d (Zo,20) = |Zo — mo| < 6 se tiene que d (f*(Zo), f*(z0)) = [f*(Zo) — f'(z0)| <€

para todo t > 0.

(b) 7 (x0) es asintdticamente estable si es estable y si ademds existe un 6 > 0 tal

que para todo |To — xo| < S se tiene que 1tlim |f1(Z0) — fi(zo)| = 0.
—00
(c) v (xq) es inestable si no es estable.

Casos particulares especialmente interesantes son los correspondientes a la esta-
bilidad de puntos de equilibrio y de érbitas periédicas. Si x¢g = z* es un punto de

equilibrio, entonces mediante el desarrollo de Taylor de primer orden:

de donde se deduce que si todos los autovalores de la matriz jacobiana Jf(z*)
tienen médulo menor que uno, el equilibrio es asintéticamente estable mientras que
si existe un autovalor con médulo mayor que uno, x* serd inestable. Para el caso
unidimensional, este estudio queda de la siguiente forma: si |f'(z*)| < 1, z* es
asintGticamente estable y si | f'(x*)| > 1, «* es inestable.

Si rp = z* es un punto periédico de orden k, entonces x* es un punto fijo de

g = f* y se tienen andlogas conclusiones a las establecidas en el caso anterior.

9



El método de linealizacién, sin embargo, no permite determinar la estabilidad
cuando un autovalor tiene modulo uno (|f’(z*)| = 1 para el caso unidimensional).

En esta situacién es 1itil el siguiente resultado:

Teorema 1 (Lyapunov, 1949) Sea & un punto fijo de f yV : U — R"™ una funcion

continua definida en un abierto U, x* € U tal que:
a) Viz*)=0y V(z) >0 si €U —{z*}
b) V(f(x)) —V(z) <0, x € U—{z*} (funcion de Lyapunov no estricta)

entonces x* es estable.

Si la condicion b) se cambia por:

c) V(f(x)) —V(z) <0, z e U—{z*} (funcion de Lyapunov estricta)

entonces x* es asintoticamente estable.

La condicién a) implica que la funcién V' tenga un minimo en el punto de equili-
brio, b) que V' no aumente a lo largo de las érbitas y ¢) que V' disminuya, es decir,
que las 6rbitas inicialmente cercanas se acerquen al punto de equilibrio.

El estudio cualitativo del comportamiento a largo plazo de un sistema permite
extraer interesantes propiedades sobre su evolucion temporal. Ya hemos senalado el
interés de los economistas por los procesos que evolucionan en el tiempo. Si somos
capaces de obtener resultados sobre el comportamiento a largo plazo de estos proce-
sos quizds podamos avanzar en la resolucién de cuestiones de teoria econémica que,
o se han resuelto de forma insatisfactoria o no estan resueltas. En relacién al com-
portamiento a largo plazo del sistema aparece el concepto de atractor. De manera
intuitiva, se denomina atractor del sistema al conjunto de puntos a los cuales una
6rbita arbitraria del sistema converge. El atractor del sistema puede ser un punto

fijo o una orbita periédica, pero en general su naturaleza es arbitraria, de manera

10



que podemos encontrarnos con estructuras de enorme complejidad geométrica. En
este sentido, los conceptos de estabilidad que hemos introducido para dérbitas indi-
viduales se extienden a conjuntos més generales. En concreto para un conjunto A
cerrado e invariante® se definen los mismos conceptos de estabilidad con la unica

diferencia de que ahora la distancia se establece entre un punto y el conjunto:

d(z,A) =inf{d(z,y) : y € A}

Definicién 2 Un conjunto compacto e invariante A C R™ se denomina atractor si
existe un entorno U de A tal que para todo xoy € U se verifica que f*(xq9) € U, ¥Vt >0

y fH(xg) — A cuando t — co.

El conjunto de puntos iniciales que son atraidos por A, es decir, el mayor entorno
U que cumple las propiedades enunciadas en la definicién 1.2 se denomina cuenca
de atraccion de A.

Ya hemos senalado que la estructura del atractor no tiene porqué ser simple.
Cuando esta estructura llega a ser extraordinariamente compleja, se denomina atrac-
tor extrano, del que hablaremos cuando analizemos los sistemas dindmicos cadticos.

La extensiéon al caso continuo de los conceptos de estabilidad y atraccion, asf
como del teorema de Lyapunov es inmediata. En general, basta con sustituir la
aplicacion f* por el flujo ¢,.

Para sistemas dindamicos continuos bidimensionales existe un teorema, el Teore-
ma de Poincaré-Bendixson, que permite estudiar todos los posibles comportamientos
a largo plazo: punto fijo, ciclo limite (el atractor es una érbita cerrada) y puntos
de equilibrio y trayectorias que los unen (homoclinicas y heteroclinicas) y ademds,

proporciona las condiciones suficientes para la existencia de ciclos limites. Debido a

SEl conjunto A es invariante si f(A) C A. Asi, si A es invariante ninguna érbita con condicién
inicial en el conjunto A se sale del propio conjunto A. Para el caso continuo, A es invariante
respecto al flujo ¢, si ¢, (A) C AVt € I; si ¢, (A) C A para t > 0 se dice que A es positivamente
invariante, y negativamente invariante cuando ¢, (A) C A para t < 0.

11



la dificultad del tratamiento analitico de los sistemas continuos n-dimensionales, los
modelos econémicos no lineales que se han desarrollado son basicamente bidimensio-
nales. Este hecho ha provocado que dicho teorema haya sido utilizado con frecuencia
en economia (Kaldor (1940), Goodwin (1967)). Por esta razén vamos a presentarlo
brevemente, y para ello necesitamos definir el concepto de conjunto limite. Sea el

sistema dindmico & = f(x), € X, donde X es un subconjunto abierto de R?.

Definicién 3 El conjunto w-limite de un punto x € X es el conjunto de todos los
puntos y € X con la propiedad de que existe una sucesion de puntos t; — oo tal
que lim ¢, (v) = y. El conjunto a-limite se define de la misma forma pero con una

sucesion de puntos t; — —oo.

Asi pues, el conjunto w-limite es el conjunto de puntos de acumulacién de la

érbita 4t (x). A continuacién enunciamos el teorema de Poincaré-Bendixson.

Teorema 2 (Poincaré-Bendizson) Sea un conjunto limite compacto y no vacio de
un sistema dindmico C' en R? . Si el conjunto limite no contiene un punto de

equilibrio, es una drbita cerrada.

El teorema clasifica los posibles comportamientos a largo plazo de un sistema
dindmico continuo. En la prictica, lo relevante del teorema es que proporciona un
método para detectar la existencia de ciclos limites, ya que, a partir de él se deducen

los siguientes resultados:

Corolario 3 Si V C R? es una region positivamente invariante, entonces contiene
un punto de equilibrio. Ademds, si el punto de equilibrio no es w-limite de ningin

punto de V, entonces existe un ciclo limite.

Este tltimo resultado proporciona condiciones suficientes para la existencia de

orbitas cerradas, aunque no dice nada sobre cudntas de ellas pueden existir. Una

12



vez que demostramos la existencia de una érbita cerrada, ésta puede ser una re-
gién positivamente invariante que contenga nuevamente otra érbita cerrada, y asi
sucesivamente.

Para sistemas continuos de mayor dimensién 6 para sistemas discretos no existen
teoremas andlogos a éste. Aunque no se ha entrado en detalles técnicos, es impor-
tante notar que la demostracién del teorema de Poincaré-Bendizson estd basada
en la imposibilidad de que 6rbitas distintas se corten, lo que limita drédsticamente
el comportamiento de las érbitas de sistemas dindmicos continuos bidimensionales

(dadas por curvas en el plano.)

1.2 Bifurcaciones

El concepto de bifurcacién se emplea para describir los cambios significativos en
el comportamiento cualitativo del sistema ante pequenas variaciones de sus pard-
metros. En economia, los pardmetros se introducen para reflejar la influencia de
diversas fuerzas exdgenas. Al contrario de lo que ocurre en otras ciencias, con fre-
cuencia es dificil asignar un valor determinado a los pardmetros econémicos. En
consecuencia, determinar si el comportamiento cualitativo de un sistema dindmico
persiste ante variaciones de los pardmetros es una cuestion especialmente importante
en economia y a ello vamos a dedicar este apartado. Ademds, el concepto de bifur-
cacion serd importante en la medida que, como veremos en la siguiente seccién,una
posible transicién al comportamiento cadtico estd caracterizada por la existencia de
procesos de bifurcacion.

Consideremos el sistema discreto unidimensional parametrizado:

Ty = f(fb"t—la 7“)

donde r € R es un pardmetro del modelo. Sus puntos de equilibrio vienen dados

13



por las soluciones de la ecuacién:

x=f(x,r) (1.6)

y, por tanto, dependen del valor de r. Supongamos que para r = 7y existe un
equilibrio zj y que Ay = %(:ﬁg,ro) es distinto de 1. En este caso, aplicando el
teorema de la funcion implicita, la ecuacién (1.6) define una funcién continua (curva
de puntos fijos) z*(r) cerca de (zf,79). Ademds, si |\g| < 1 el equilibrio z{ es
asintéticamente estable y si |Ag| > 1 es inestable, caracteristicas que persisten en
los puntos z*(r) para r cerca de ro. Asi pues, pequenos cambios en el valor de r
no afectan cualitativamente al comportamiento del sistema en las proximidades del
equilibrio.

Sin embargo, si A\g = 1 la ecuacién (1.6) podria no definir una funcién x*(r)
en su entorno (zg,r), lo que podria producir la aparicién de nuevos equilibrios y
la pérdida o transferencia de estabilidad. En este caso, la representacién de las
soluciones de (1.6) en funcién de r junto con sus propiedades de estabilidad (en
trazo continuo los equilibrios estables y con trazo discontinuo los inestables) genera

un diagrama de bifurcacién (vedse figura 1.1).

Figura 1.1.
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El valor 7y se denomina punto de bifurcacién y en la figura 1.1 se observa cémo de
la curva de puntos fijos z*(r) estables para r < r( e inestables para r > ry, emergen
para r > rg, dos nuevas curvas de puntos fijos estables (bifurcacion tridente).

Otras posibles situaciones cuando Ag = 1 se muestran en las figuras 1.2 y 1.3.

Figura 1.2.

Figura 1.3.

En la figura 1.2 aparecen “de la nada” dos curvas de equilibrios estables (bifurca-
ci6én tangente o de la nada), mientras que en la figura 1.3 las dos curvas transfieren
su estabilidad en rq (bifurcacién transcritica).

Cuando \g = —1, aunque la ecuacién (1.6) define una curva de puntos de equi-

librio, la estabilidad de los mismos podria cambiar stibitamente. Por ejemplo, si
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A(r) > —1parar <719y A(r) < —1 para r = 9, los equilibrios z* (r) pasarian de
estables a inestables. En este caso, dado que A2 (r) = 1 para r = ry, podria suceder
que el sistema dado por ¢ = f? presentara una bifurcacién tridente, generando la
apariciéon de un ciclo de perfodo 2 tal y como se aprecia en la figura 1.4 (bifurcacién

de duplicacién de periodo).

Figura 1.4.

Noétese que aunque los diagramas representados en las figuras 1.1 y 1.4 parecen
semejantes, hay una diferencia fundamental. En el primero, las dos nuevas curvas
que aparecen para 7 > 1 estdn formadas por equilibrios; en el segundo, son los dos
puntos de un ciclo de perfodo 2.

Las condiciones que garantizan la existencia de las bifurcaciones anteriormente

comentadas se recogen a continuacion.

Teorema 4 (Bifurcacion tridente) Sea la funcion f(z,r) de clase C3. Si en el punto
ﬁjO (IEkN TO):

1. %(mé,ro) = )\0 =1

2. gxi (xg,m0) # 0

2
3. 2L (z5,10) # 0
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entonces dependiendo del signo de las expresiones 2 y 3,
i) el equilibrio (x*,ry) es estable (inestable) para r < ry (r >19), y

ii) el equilibrio (x*,1¢) se torna inestable (estable) parar > ro(r < ry), y aparecen

dos nuevas ramas de equilibrios estables (inestables).

Teorema 5 (Bifurcacion Tangente) Sea la funcion f(z,r) de clase C3. Si en el

punto fijo (3, ro):

entonces dependiendo del signo de las expresiones 2 y 3,
i) no existen equilibrios en un entorno de (x*,ry) parar <ry (r > 1),
ii) existen dos equilibrios en un entorno de (x*,ry) parar >ry (r <rg)

Teorema 6 (Bifurcacion Transcritica) Sea la funcion f(x,r) de clase C3. Si en el
punto fijo (x§,ro):

1. %5(336,7“0) = )\0 =1

2. Zh(xgm0) #0

Ox2

2
3. ZL(z5,10) #0

entonces dependiendo del signo de las expresiones 2 y 3,

i) el punto fijo x* es estable (inestable) para r < 0 (r > 0), y se torna inestable

(estable) para r >0 (r < 0)

ii) existe una sequnda rama de puntos fijos inestable (estable) parar < 0 (r > 0),

que se torna estable (inestable) para r >0 (r <0).
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Teorema 7 (Bifurcacion de duplicacion de periodo) Sea la funcién f(x,r) de clase

C3. Si en el punto fijo (x4, 10) se cumple:

1. %ﬂé(l’g,?”g) = )\0 =—1

2] 92 * 02 *
2. 8—{(1’8, Tg)a—aj;(.fo, 7’0) + ZWJT(IO’ T‘g) 7é 0

3

3. =224 (a5, m0) — 3 (%) (&, 70) £ 0

entonces dependiendo del signo de las expresiones 2 y 3,
i) el punto fijo x* es estable (inestable) para r < ry (r >ry), y

ii) el punto fijo x* se hace inestable (estable) para r > ry (r < ro), y aparece una

nueva rama de puntos periddicos de periodo dos estable (inestable).

Mientras que las bifurcaciones que hemos analizado pueden ocurrir en sistemas
dindmicos unidimensionales, la siguiente bifurcaciéon aparece por primera vez en

sistemas de dimensién dos.

Teorema 8 (Bifurcacion Neimark-Hopf) Sea zi.1 = F(xzy,7), 7y € R% r € R,
que tiene una familia de puntos fijos x* (r) en los cuales los autovalores \(r) son

complejos conjugados. Si existe un rq tal que
(i) |A(ro)] =1 pero A\"(ro) # £1, n=1,2,3,4

(i) 40| g

=70

entonces para valores de r cercanos a o (para r > roy 6 para r < r9) aparece una

orbita cerrada (estable o inestable).

La bifurcaciéon de Hopf se ilustra en la figura 1.5, siendo muy utilizada en los
modelos econémicos (Reichlin, 1986, Farmer, 1986; Kalra, 1996; Asea y Zak, 1999;
Pintus et al., 2000; Zhang, 2000).
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Figura 1.5.

1.3 Sistemas dinamicos cadticos unidimensionales

Una vez que hemos expuestos los conceptos bésicos de los sistemas dindmicos no
lineales, vamos a presentar qué es un sistema dindmico no lineal cadtico. Para
introducir sus propiedades caracteristicas vamos a considerar un ejemplo sencillo
de dindmica cadética, la ecuacién logistica, que viene dada por el siguiente sistema

dindmico discreto unidimensional:

i1 = flzg,r) =ray (1 —ax), x €[0,1], r€[0,4]

La ecuacién logistica es un ejemplo de funcién unimodal”, que posee dos puntos
fijosz* =0y 2™ =1— % El gréfico de la funcién corresponde a una pardbola que
pasa por los puntos (0,0) y (1,0) y con vértice en el punto (%, 7). En la figura 1.6
hemos representado f para distintos valores de r.

Para presentar la transicién al comportamiento cadtico vamos a estudiar el com-

"Una funcién es unimodal si verifica las siguientes propiedades:

1 £(0) = £(1) =0

2. f tiene un unico punto fijo z. con 0 < . < 1

Dentro de la familia de funciones unimodales se encuentra la ecuacién logistica. Desde el punto
de vista cualitativo, el comportamiento dindmico que caracteriza a las funciones unimodales es
independiente de su forma especifica, y para cualquier funcién unimodal podemos extender los
resultados que obtengamos en relacién al comportamiento de la funcién logistica.
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t+1

Figura 1.6.

portamiento de la érbitas del sistema para distintos valores del pardmetro r.

Para r = 0 el tinico punto fijo es el cero y es estable. Para 0 < r < 1 el punto fijo
x** es negativo (e inestable) y no pertenece al espacio de estados. Luego para r < 1
el dnico punto fijo es el cero, que es estable al ser f'(z*) = r < 1. Cuando r = 1,
x* se vuelve inestable y aparece el segundo punto fijo. z**(ahora positivo) pasa de
inestable a estable al ser f’(z**) = 2 —r, produciéndose una bifurcacién transcritica.
Esta situacién se mantiene para 1 < r < 3.

Para r = 3 el comportamiento empieza a complicarse. Para este valor, z** pasa
a ser inestable y emerge un ciclo de periodo dos (bifurcacién de duplicacién de
periodo).

La aparicién del ciclo de perfodo dos puede ser mostrada analizando la segunda

iteracién de f
Tir2 = f(Ts1,7) = f(f(2e,7),7) = f2(33t77“)
que en el caso de la ecuacion logistica viene dada por

T4 =T (T (.I't — flf?) — 7°2 (flft — 33'?)2)

20



En las figuras 1.7 y 1.8 estdn representadas las grédficas de f y f? parar =3y

r = 3.2 respectivamente.

0.8

fx)

0.2

0.0

0.0 02 N 08 10
Figura 1.7.
10
08
fix)
02
0.0
0.0 02 x 08 10
Figura 1.8.

En la figura 1.8 se observa que la grifica de f? corta a la bisectriz en cuatro
puntos, los puntos de equilibrio z* y x** (inestables) y en otros dos puntos, que

corresponden al ciclo de perfodo dos (vedse figura 1.9) de f, z1*y z2*:

g = DV =3)(r+ 1)
2r

0 _ (r4D)—V(r=3)(r+1)
2r

La estabilidad del ciclo de perfodo dos se puede analizar mediante el valor de la
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Figura 1.9.

derivada de g = f? evaluada en z'* y 22*, dada por:

g @) =f (") fE)=f")FE")=1-(-3)(+1)

Siempre que ésta sea mayor que —1 el ciclo de periodo dos es estable, lo que
sucede si r < 14 /5. Cuando 7 = 1+ /5 el ciclo de periodo dos se vuelve inestable
y surge un nuevo punto de periodo cuatro (nueva bifurcacién de duplicacién de
periodo). Para analizar la estabilidad y aparicién del ciclo de periodo 4, podemos,
al igual que hemos hecho para el ciclo de perfodo 2, construir y representar la cuarta

iteraccién de f, f4. (véanse figuras 1.10 y 1.11).

1.0

0.8

)

0.2

0.0
0.0 0.2 x 0.8 1.0

Figura 1.10.

La gréfica de f* corta a la diagonal en ocho puntos, los dos puntos fijos , los

dos puntos correspondientes al ciclo de periodo dos y los cuatro correspondientes al
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0.8
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0.0
0.0 0.2 x 0.8 1.0

Figura 1.11.

ciclo de periodo 4. La aparicién del nuevo ciclo no implica desaparicién del ciclo
de periodo dos, sélo su cambio del tipo de estabilidad. La estabilidad del ciclo de
periodo cuatro se puede determinar nuevamente evaluando el valor de la pendiente
de f* en los puntos correspondientes al ciclo de perfodo cuatro (vedse figura 1.12

para apreciar el ciclo de periodo cuatro).

0.8

fx)

0.2

0.0
0.0 0.2 x 0.8 1.0

Figura 1.12.

Si continuamos el proceso, el ciclo de perfodo cuatro se convierte en inestable y
aparece un ciclo de perfodo ocho, que pierde su estabilidad y aparece un ciclo de
periodo dieciseis. La secuencia de bifurcaciones de duplicacién de periodo converge
a un punto de acumulacién r. ~ 3.569446, a partir del cual ningin ciclo es estable.
Por encima de este valor comienzan a aparecer ciclos de periodo impar. Al principio

son muy largos pero conforme r aumenta se hacen cada vez mds cortos hasta que
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para un determinado valor de r surgen los ciclos de perfodo tres. Por encima de
dicho valor aparece un mimero infinito de trayectorias aperiédicas y puntos fijos
de todos los periodos. Esto se aprecia con claridad en el diagrama de bifurcaciéon

representado en la figura 1.13.

1.0

0.8

02

0.0
2.8 3.0 32 T 36 38 4.0

Figura 1.13.

La zona de pardmetros r. < r < 4 en la ecuacién logistica se denomina zona
cadtica. Como hemos visto, la transicién al comportamiento caético en la ecuacién
logistica viene dada por la sucesién de bifurcaciones de duplicacién de periodo.

En la figura 1.13, para algunos valores de r, observamos una nube de puntos que
rellena todo el espacio, mientras que para otros, vemos ciclos atractivos de perfodos
bajos seguidos de una sucesién de bifurcaciones de duplicacién de periodo. Estas
ultimas zonas se denominan ventanas de periodo (vedse figura 1.14), y a pesar de su
comportamiento en apariencia estable, tambien pertenecen a la zona cadtica. Nétese
que en estas zonas contindan existiendo 6rbitas periédicas de todos los periodos junto
con Orbitas aperiédicas, que no se observan pues arrancan de un conjunto de medida
nula (en la practica, probabilidad cero de situarse en estos datos iniciales, es decir,
son inobservables).

Si en la zona cadtica de la ecuacién logistica representamos en un gréfico las
series temporales correspondientes a las érbitas de dos puntos préximos, o = 0.3

y o = 0.31, (vednse figuras 1.15 y 1.16 respectivamente), se puede observar que
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3.82 3.83 T 3.86 3.87

Figura 1.14.

las 6rbitas comienzan siendo muy parecidas, para ir separdndose paulatinamente y

comportarse de manera independiente la una de la otra.

0.8

(k)

0.2

0.0

Figura 1.15.

Este fenémeno se conoce como sensibilidad a las condiciones iniciales y consti-

tuye una de las principales propiedades de los sistemas caéticos. Sea

i1 = f(zy), f: X CR®" — R", X abierto (1.7)

Definicién 4 Una orbita v(zg) del sistema dindmico (1.7) presenta dependencia
sensible a las condiciones iniciales si existe 6 > 0 tal que para cualquier € > 0
existen x € X yn > 0 verificando: |x —xo| <€ y |f"(z) — f"(xo)| > 6. En este

caso, se dice que la drbita y(xg) es cadtica.
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x(k)

0.2

0.0

Figura 1.16.

En decir, v(xg) es cadtica si zq tiene puntos tan cerca como se quiera con érbitas
que se separan, en algin momento, de la 6rbita del punto inicial una distancia mayor
que 6.

En la zona cadtica de la figura 1.13, los valores de x para un r concreto parecen
distribuirse igualmente sobre un intervalo. Si para r = 4 dividimos el intervalo
[0,1] en un cierto mimero de subintervalos tan pequenos como queramos, iteramos
el sistema de la ecuacién logistica y construimos su histograma, obtenemos que la

serie visita cada subintervalo con la misma probabilidad (véase figura 1.17).

Dix)y

Figura 1.17.

Este resultado implica que trayectorias correspondientes a condiciones iniciales
lejanas se aproximan en un periodo de tiempo finito. Esta propiedad se conoce con

el nombre de propiedad de mezcla o transitividad topoldgica.
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Definicién 5 Un atractor A del sistema dindmico (1.7) es topoldgicamente tran-
sitivo si dados dos subconjuntos cualesquiera I,J C A de medida positiva, existe

n > 1 tal que

rnng#0

Si la probabilidad de visitar cada intervalo es la misma, la serie temporal de-
terminista tiene apariencia puramente aleatoria y, a veces, puede ser aproximada
por una funcién de densidad continua. Este tipo de comportamiento dindmico se
denomina comportamiento ergédico, del que hablaremos més adelante.

La definicién de un conjunto topolégicamente transitivo nos dice que un punto
inicial de un subconjunto U C A es llevado por la dindmica del sistema a cualquier
otro subconjunto de A tras un periodo de tiempo, es decir, la dindmica esparce U
por el espacio de fases y penetra por todas las partes de A. Este resultado estéd
relacionado con otra propiedad de los sistemas cadticos, la existencia de orbitas

periddicas densas.

Definicién 6 Dado un conjunto A y un subconjunto U C A. Decimos que U es
denso en A si, para cada punto x € A, existe un punto u € U arbitrariamente

cercano a .

Si las 6rbitas de un sistema cadtico son densas, tienden a rellenar el atractor
cuando el nimero de iteraciones tiende a infinito. En el caso de la logistica, para
r = 3.99 la trayectoria rellena todo el diagrama de fases (véase figura 1.18). Como
podemos intuir, esta propiedad estd relacionada con la anterior. De hecho, si un
atractor es topolégicamente transitivo tiene una érbita densa.

A partir del sistema dindmico de la ecuacién logistica hemos obtenido las carac-

teristicas propias de los sistemas dindmicos cadticos:

1. Existencia de infinitas érbitas periédicas.
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Figura 1.18.

2. Existencia de érbitas cadticas, que exhiben sensibilidad a las condiciones ini-

ciales.

3. Existencia de atractor topolégicamente transitivo, con una érbita cadtica den-

Sa.

1.4 Atractores extranos

Las propiedades que acabamos de enumerar determinan que los atractores de los
sistemas dindmicos cadticos presenten una estructura geométrica muy compleja. Un
atractor que verifica la propiedad 3 suele ser denominado atractor cadtico o extrano
y su naturaleza es resultado de la dindmica particular de los sistemas caéticos.

El comportamiento de los sistemas cadticos se caracteriza por el estiramiento
y posterior plegamiento del espacio de fases que da lugar a la naturaleza fractal
que habitualmente presentan los atractores extranos y de la que hablaremos més
adelante. Por un lado, por ser conjunto atractor, las érbitas tienden a aproximarse
al atractor, lo que comprime el espacio de fases alrededor del atractor. Sin embargo,
la sensibilidad a las condiciones iniciales provoca la separacién de éstas dentro del
atractor lo que genera el estiramiento del espacio de fases. Pero, por otro lado, la
transitividad topoldgica implica que las 6rbitas inicialmente separadas pueden llegar

a aproximarse a largo plazo, lo que determina el plegamiento del atractor sobre sf
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mismo.

Sin embargo tras esta complejidad y aparente desorden se esconden con frecuen-
cia procesos de enorme sencillez. Para apreciar este hecho vamos analizar la dindmica
de la ecuacion logistica en las zonas de transiciéon al comportamiento cadtico.

Si cogemos una de las ventanas de periodo que aparecen en la zona cadtica de
la ecuacién logistica y la ampliamos observamos que aparece un ciclo de periodo n
atractivo seguido de una cascada de bifurcaciones de duplicacién de periodo (vedse
figura 1.13). En la ventana ampliada podemos observar la existencia de otras ven-
tanas. Si ampliamos cualquiera de ellas y repetimos sucesivamente esta operacion,
observamos siempre el mismo resultado, la aparicién de un ciclo de un cierto perio-
do n atractivo seguido de una sucesién de bifurcaciones de duplicacién de periodo.
Luego parece que la estructura global fuese resultado de la iteracién infinita de un
proceso de naturaleza muy simple, que da lugar a que esa estrutura global sea muy
compleja. El surgimiento de una estructura de naturaleza compleja a partir de la
iteracién de procesos sencillos es una caracterfstica propia de los objetos fractales.
Esta propiedad de los objetos fractales recibe el nombre de autosimilitud, y se puede
definir de manera informal como la propiedad de ser parecidos a si mismos a todas
las escalas.

En términos generales, la naturaleza complicada de los atractores que se obser-
van en los sistemas dindmicos cadticos, denominados atractores extranos o caéticos,
suele ser de tipo fractal. La presencia de esta caracteristica se observa perfectamen-
te durante la transicién al comportamiento caético de la ecuacién logistica, donde
hemos visto que siempre se repite la misma estructura: la aparicién de ciclos atracti-
vos seguidos de bifurcaciones de duplicacién de periodo. Detréds del comportamiento
aparentemente desordenado de las dindmicas cadticas existe un orden.

Este resultado es muy importante en relacién con la capacidad de prediccion

de los sistemas cadticos, ya que, si somos capaces de describir estas estructuras
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ordenadas, quizds podamos decir algo sobre el comportamiento del sistema en el
largo plazo.
El grado de complejidad del atractor se suele medir con una serie de técnicas

dindmicas y geométricas que analizaremos mds adelante.

1.5 Caos topolégico

Como hemos visto en el sistema dindmico de la ecuacion logistica, la existencia de un
ciclo de periodo tres es una condicién suficiente para la existencia de comportamiento

cadtico. Li y Yorke demostraron este resultado, recogido en el siguiente teorema:

Teorema 9 (Li-Yorke, 1975) Sea I un intervalo y sea f : I — I continua. Supon-
gamos que existe un punto a € I para el cual b = f(a), ¢ = f%(a), y d = f3(a)

cumplen
d<a<b<c (6d>a>b>c)

entonces:

i) para cadan € N existe un punto periddico en I con periodo n

ii) existe un conjunto no numerable S C I el cual satisface las siguientes condi-

ciones:

(a) Para cada p,q € S conp +#q

lim sup | f"(p) = (@) > 0y

Jim inf | f*(p) = f*(g)] = 0
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(b) Para todo p € S y cada punto periddico q € 1,
Tim sup[f*(p) = f"(q)| > 0

Las hipétesis del teorema garantizan la existencia de una 6rbita de perfodo tres,
lo cual implica: 1) que existen infinitas 6rbitas periddicas, 2) existencia de érbitas
cadticas, 3) ninguna trayectoria temporal que comienza en S converge asintética-
mente a una trayectoria periédica.

Otro teorema relacionado con la existencia de érbitas de periodo tres es el Teo-
rema de Sarkovskii. Este resultado muestra que si en un sistema dindmico tiene una

orbita de periodo tres, tambien tiene 6rbitas de todos los periodos anteriores.

Teorema 10 (Sarkovskii, 1964) Sea el siguiente orden de los nimeros naturales:

3 = 5=T.

= 23>=25>27>

— =2 L =8=4=2>1

Si f es continua y tiene un ciclo de periodo n, entonces tiene un ciclo de periodo

n' para todo entero n’ tal que n = n'.

Los dos teoremas que acabamos de presentar garantizan la existencia de lo que
se denomina caos topoldgico: si un sistema dindmico tiene un ciclo de periodo tres,
entonces existe un conjunto no numerable S de condiciones iniciales, las cuales
dan lugar a trayectorias cadticas. Sin embargo, ambos resultados no dicen nada

sobre el tamafio de dicho conjunto S, no excluyendo la posibilidad de que exista un
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conjunto de condiciones iniciales para el que, con probabilidad uno, las trayectorias
converjan a orbitas periédicas estables de manera que las trayectorias cadticas sean
inobservables. Esto es, bien podria suceder que el conjunto S tenga medida nula
y, en la préctica, sea inobservable (de hecho, podria no existir atractor cadtico).
Muchos autores han considerado de mayor interés encontrar condiciones bajo las
cuales dichas trayectorias puedan ser observadas, es decir, demostrar la existencia
de lo que denominan caos observable, concepto que trataremos mas adelante.

A continuacién presentamos una serie de instrumentos dindmicos y geométricos

que permiten cuantificar el grado de complejidad de los sistemas cadticos.

1.6 Exponentes de Lyapunov

La manera habitual de determinar la presencia de sensibilidad a las condiciones
iniciales es mediante los denominados exponentes de Lyapunov. Consideremos el

sistema dindmico discreto unidimensional:

Tty1 = f(It), Tt - ]R

y dos condiciones iniciales préximas zy e xo + 6. Tras N iteraciones, la diferencia

entre los dos puntos viene dada por:

N
| f¥ (o) = [N (w0 +6)| = 6 ‘g—w(%)’ _ §eNL(0)

el@0) gserfa el factor medio por el cual la distancia entre dos puntos cercanos del
espacio de fases del sistema se incrementa tras N iteraciones. Al exponente L(z)
se le denomina exponente de Lyapunov y mide la tasa de divergencia exponencial

de las orbitas del sistema cercanas inicialmente a zy. Tomando logaritmos y limites
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cuando 6 — 0 y N — oo en la expresién anterior obtenemos:

1 |df™
biow) = Jim |

Si el exponente es positivo indica divergencia o separacién de las érbitas de pun-
tos (expansion del espacio de fases) préximos, mientras que si es negativo implica
convergencia de dichas 6rbitas (contraccién del espacio de fases).

Para el caso n-dimensional tenemos que en el sistema dindmico:
= f(x1) R™
Tev1 = J(Tt), Tt €

tras N iteraciones, la diferencia entre dos puntos préximos n-dimesionales zg y xo+9

viene dada por:
| ¥ (x0) = f¥ (0 + 6)| = | T (206)]

donde Jy(z06) es la matriz jacobiana de fV evaluada en zy, que es de dimensién
n x n y posee n autovalores. Si denotamos los autovalores de la matriz como 6
N N N
y los ordenamos de mayor a menor |91 ‘ > |92 ‘ > L2 |9n |, los exponentes de
Lyapunov L;, i = 1,...,n, se definen como:
L;(zp) = lim iln 167 (x0)|
N—oo N

En general un sistema dindmico n-dimensional tiene n exponentes de Lyapunov. Un
valor positivo del exponente indica una expansion del espacio de fases mientras que
un valor negativo una contraccién de dicho espacio. Si ordenamos los exponentes de
mayor a menor LY > LY > ... > LY el primer exponente mide la tasa méxima de
divergencia media de las 6rbitas de puntos infinitesimalmente cercanos a él, la suma

de los dos primeros nos da el médximo factor en promedio por el cual se produce el
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cambio de drea, la suma de los tres primeros el méximo factor en promedio por el
cual se produce el cambio de volumen, etc. Si todos los exponentes son negativos
el atractor es un punto fijo asintéticamente estable. Para la existencia de caos en
sistemas n-dimensionales se requiere que el mayor exponenente de Lyapunov sea
positivo.

En el caso de la logistica, para la zona cadtica r. < r < 4, el exponente es posi-
tivo excepto para los valores de r pertenecientes a las ventanas de comportamiento
periédico en las que el comportamiento dindmico es estable y el exponente es ne-
gativo. En la zona no cadtica 0 < r < r. el exponente siempre es negativo (vedse

figura 1.19).
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Figura 1.19.

Finalmente, es importante senalar que la existencia de sensibilidad a las condi-
ciones iniciales hace imposible la prediccién a largo plazo del sistema. Este problema
puede solucionarse, como veremos mads adelante, si es posible analizar las propieda-

des estadisticas de las 6rbitas y determinar su comportamiento probable o tipico.

1.7 Dimensiéon del atractor extrano

Existen distintos conceptos de dimensién de un atractor extrano. Por una lado es-
tan aquellos que hacen referencia al atractor como objeto geométrico, (dimensién

box-counting y dimensién de Hausdorff), y por otro lado los que estudian el tipo de
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dindmica que en él tiene lugar (dimensién de correlacién y dimensién de informa-
cién).
La dimensién euclidea de un objeto asigna a éste un valor entero. Sin embargo
existen otro tipo de dimensiones cuyo valor es un ntimero no entero. En general, si
8

el atractor posee dimensiéon no entera es probable que el atractor sea extrano®.

Vamos a presentar los conceptos mas utilizados de este tipo de dimensién.

Dimensién Box-Counting El primero de los conceptos estd relacionado con el
grado de ocupacién del espacio por el atractor. Consiste en estimar el tamano del
conjunto que soporta la dindmica asintética del sistema. Supongamos que queremos
medir la longitud de una linea recta. Para ello tomamos un segmento de un cierto
tamafio A y calculamos el niumero de veces N(\) que desplazamos el segmento para
recorrer toda la linea. Independientemente de la longitud del segmento A, la longitud
de la recta es L = AN(\). En dimensién dos nos podemos preguntar el nimero de
cuadrados de lado A necesarios para cubrir una determinada superficie. En este
caso el drea de dicha superficie viene dada por A = A2N(\). En dimensién tres para
medir el volumen de un cubo nos podemos preguntar por el nimero de cubos de
lado A que son necesarios para recubrir el cubo original. En este caso V = A*N()\).
En todos estos ejemplos la dimensién D de los objetos aparece como el exponente
de la escala de longitud A”. Luego calcular la dimensién del objeto es equivalente a

buscar D tal que:

NN - AP ~C=cte cuando A — 0

Tomando logaritmos definimos la dimension Boz-Counting de un objeto geomé-

8No obstante, la dimensién no entera no es condicién necesaria ni suficiente para que el atractor
sea extrano.
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trico como:

In N()\)
P )
donde N(A) es el menor mimero de conjuntos de didmetro A que cubren dicho objeto.

Este método de calcular la dimensién se comporta bien sobre objetos regulares.

Dimensién de Haussdorff-Besicovitch Consideremos un objeto en una super-
ficie. Hemos visto que el niimero de cuadrados de lado A necesarios para cubrir una
determinada superficie es N(\) ~ A2 y que el drea es A(A\) = N(A\)A®. Si intenta-
mos calcular la longitud de dicho objeto nos encontramos con que se necesitarfa un
niimero infinito de segmentos de longitud A para cubrirlo, de manera que su longitud
serfa infinita. Por otro lado si calculamos el volumen del mismo objeto, el nimero
de cubos de lado A necesarios para cubrirlo es igual al niimero de cuadrados de lado
A necesarios para cubrirlo, luego su volumen cuando A — 0 es:

V=1lm NN ~lm A2\ =0
A—0 A—0

es decir, el volumen de un objeto contenido en una superficie es nulo. El segundo
concepto de dimensién se basa en este resultado. Sea un objeto geométrico cuyo
tamafio queremos medir por medio de elementos de tamafio t(\) = g(d)\?, donde
d es la dimensién del elemento de prueba, A es la longitud caracteristica de dicho
elemento (longitud del segmento, lado de los cuadrados o cubos) y g(d) es un factor
geométrico, igual a la unidad para segmentos, cuadrados y cubos. La medida del
objeto M4, es la suma de los tamanos de todos los elementos de prueba que han

sido necesarios para recubrir el objeto:

My =3 gl = g(d) NN
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Se define la dimensién de Haussdorff-Besicovitch del objeto como el nimero D
tal que:

0, si d>D
hde:

A0 00, si d<D

El valor de M, para d = D es, a menudo, finito pero tambien puede ser nulo o
infinito. De todas formas lo importante no es el valor de Mp sino la posicién del

salto en M, como funcién de d.

Dimensién de correlacién. Metodo de Grassberger-Procaccia. Acabamos
de presentar dos conceptos que hacen referencia al “tamano” del atractor. Existen
otros conceptos de dimensiéon que se refieren al tipo de dindmica que en él tiene
lugar. Vamos a ver uno de ellos, la dimensién de correlaciéon. Para ello empleamos
lo que se conoce como técnica de alojamiento 6 embedologia.

Supongamos que tenemos una serie de valores z; obtenidos de la observacién
a intervalos de tiempo regulares de una determinada variable del sistema. FKEstas
observaciones forman una serie temporal xq,zs,...,x7. Cogemos el ultimo valor
observado xp y los m valores anteriores, y construimos con ellos un vector z7,
tal que T = (x7, 71, ..., T1_ms1). Hacemos lo mismo para cada elemento de la
serie en orden descendente. Como los m — 1 primeros valores de la serie no tienen
suficientes predecesores obtenemos 1" — m + 1 vectores z}*, t = m,...,T. Con este
procedimiento obtenemos 7' — m + 1 puntos en un espacio de dimensién arbitraria
m, llamada dimensién de alojamiento. KEste método se conoce como método de
alojamiento (embedding) y fue propuesto por Grassberger y Procaccia (1983) para
el calculo de la dimension fractal a partir de datos muestrales.

Takens (1981) demostré que los puntos de este espacio forman una estructura

geométrica topolégicamente equivalente al atractor del sistema original para valores
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suficientemente grandes de m. Si esto es asi podemos obtener una érbita ficticia que
reproduce todas la propiedades de la érbita original sobre la que se ha generado la
serie temporal, es decir, es posible reconstruir el comportamiento desconocido del
sistema dindmico a partir de la serie observada. No obstante este método presenta
algunos problemas. El m&s importante es el desconocimiento de la dimensién del
espacio de fases donde se sitia el verdadero atractor, lo que implica que la eleccién
de m no sea muy precisa.

A partir de los T'— m + 1 vectores podemos determinar lo que se denomina
dimensién de correlacién que pasamos a calcular. Sin embargo, antes queremos
senalar que el método de alojamiento no sélo es importante porque permite calcular
la dimensién de correlacién, sino porque a partir de él se pueden desarrollar una serie
de algoritmos numéricos disenados para estudiar la presencia de caos determinista,
como el de Wolf et al. (1985) que estiman el mayor exponente de Lyapunov.

Supongamos que el objeto generado a partir de estos vectores es equivalente al
verdadero atractor y que éste es cadtico. Si cogemos dos puntos cercanos situados
sobre el atractor, sabemos que debido a la sensibilidad a las condiciones iniciales,
estos puntos estdn dindmicamente incorrelados. Sin embargo, como ambos puntos
estdn sobre el atractor estardn cerca en el espacio de fases. Dos puntos z° y 2’
estdn espacialmente correlados si la distancia euclidea es menor que el radio r de
una bola m-dimensional centrada en uno de los dos puntos, es decir, si |z* — 27| < r.
La correlacién espacial entre todos los puntos del atractor se calcula como el limite
cuando m — oo del cociente entre el niimero de pares de puntos que estan separados
una distancia mayor que r y el total de pares de puntos:

R = o
C(r,m) = lim — Z H(r—|a'—a7|)

m—oo 12 -
3,j=1

donde H(y) es la funcién de Heaviside, que toma el valor uno si y > 0 y el valor cero
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en caso contrario. La funcién C(r,m) se denomina integral de correlacién y crece

d

desde 0 hasta 1 cuando r crece de 0 a co. Si C(r,m) ~ r* cuando r — 0, definimos

la dimensién de correlacién como:
. log C(r,m)
D¢c(m) = lim ————=
r—0  logr
Gréficamente la dimensién de correlacién es la pendiente del grafico que obte-
nemos al representar la relacién entre log C'(r,m) y logr. Si la pendiente aumenta
segiin va aumentando m hasta que alcanza un valor constante, entonces el sistema
es determinista, y si crece continuamente el proceso es estocdstico. Luego la D,
constituye un método para discriminar entre sistema estocdsticos y deterministas.
Un algoritmo disenado a partir del concepto de integral de correlacién es el test

BDS (Brock, Dechert y Scheikman, 1987), que se utiliza para detectar la presencia

de estructura (lineal o no lineal)? en los datos.

1.8 Ergodicidad

Acabamos de presentar varios instrumentos que analizan el atractor desde el punto
de vista geométrico. Ya hemos senialado que existen otros que hacen referencia al
tipo de dindmica que en él tiene lugar. En concreto, tratan de obtener informacién
estadistica sobre la probabilidad de distintos tipos de comportamiento dindmico en
el atractor. Para su andlisis es necesario el uso de la teoria de la medida. Asi, en
primer lugar, vamos a presentar brevemente algunos de sus elementos principales.

Un aplicacién (medida) que asigna un nimero a cada conjunto y cumpla:

a) La medida de cualquier conjunto es un nimero no negativo

b) La medida de la unién de un nimero finito o infinito numerable de conjuntos

9En la medida que este test no discrimina entre estructura lineal o no lineal es necesario eliminar
toda dependencia lineal y después trabajar con los residuos.
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disjuntos es igual a la suma de las medidas de cada conjunto individual

se denomina medida.

Si ademds satisface:
c) La medida de todo el espacio es 1

se denomina medida de probabilidad.

Por dltimo si una medida p cumple la propiedad:
d) u(f~1(S)) = u(S) para cada conjunto cerrado S

se denomina medida invariante respecto a f.
Dada una medida invariante u respecto a f, el teorema de Birkhoff (1936) esta-

blece que, para cualquier funcién h medible y p-integrable, el limite:

. 1
lim
n—oo 1 +mn

> h(fH(x0)) (1.8)

existe en casi todo punto zo € S. Se dice que el sistema dindmico dado por f es
ergodico si, ademds, este limite es independiente de la condicién inicial xy. En este
caso, podemos definir:

1 n
S) = li
e (S) nggoan

h(f* (o))

=0

donde p,(S) es una medida ergddica para cada subconjunto S invariante. La exi-
gencia de que p,(S) coincida para casi todo punto xy del espacio de fases admite la
existencia de érbitas atipicas pero irrelevantes en términos de la medida de puntos
que generan. Esta propiedad garantiza que la media de una funcién h medible e
integrable sobre un conjunto S se puede calcular promediando el valor de h a lo

largo de una orbita.
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Una medida ergédica de especial interés en el estudio de los sistemas dindmicos

se introduce a continuacién. En particular, si h = 1,, siendo:

lsiz,e S

15’(331@) =

se define la fraccién de iteraciones de la érbita (o) que cae dentro de un subcon-

junto S (invariante) del espacio de fases como:

n

1
li 1
nl—{golJrn; s(xg)

donde x;, = f*(xg). Asi, se define la medida natural de S como:

i(9) = lim —— 3" 1g(a)

n—oo 1 +n
+ k=0

Esta medida determina la proporcién de puntos que caen dentro de cada subconjunto
de S o el tiempo que las 6rbitas del sistema estdn en S, y ademds, por ser ergddica,
garantiza que dicha proporcién tiene un valor estable independientemente de la
6rbita elegida (esto habitualmente se suele expresar diciendo que los promedios
espaciales coinciden con los temporales). La teorfa ergédica es muy potente ya que
permite inferir la conducta probable del sistema a partir de su observacién (lo que
hace la inferencia estadistica): para un z tipico lo que sucede con f"(xg) sin — oo,
y establecer propiedades globales o tedricas de dicho sistema.

La propiedad de ergodicidad nos permite definir un concepto de caos (caos ergddi-
co) mas fuerte que el caos topoldgico. Al analizar las caracteristicas de los atractores
extranos senalamos que la sensibilidad a las condiciones iniciales imposibilitaba la
prediccién de la evolucién del sistema. En la préctica, el atractor como conjunto
geométrico nunca estd disponible y lo que tenemos son érbitas del sistema dindmi-

co. Si existe una medida natural el porcentaje de puntos que caen en una regiéon
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S del atractor 6 la proporcién de tiempo que las érbitas pasan en dicha regién es
independiente de la érbita elegida. Luego una érbita tipica del sistema representard
geométricamente al atractor y su observacién nos dara una distribucién de proba-
bilidad que permita hacer inferencia sobre la conducta probable del sistema. Este
resultado es de suma importancia debido a que si calculamos las distintas magnitudes
que definimos para caracterizar el grado de complejidad del atractor (exponentes de
Lyapunov, dimensiones,...), la existencia de una medida natural garantiza que éstas
estén bien definidas al ser independientes de la 6rbita elegida.

Al definir el concepto de caos topoldgico senalamos el problema de la posible
no observabilidad de las trayectorias caéticas, al no excluirse la posibilidad de que
exista un conjunto de condiciones iniciales para el que, con probabilidad uno, las
trayectorias convergen a orbitas periédicas estables. El hecho de que el conjunto
de condiciones iniciales que da lugar a trayectorias cadticas S tenga medida natural
positiva tampoco garantiza que éstas sean observables. Para eliminar este problema,
necesitamos utilizar un concepto de medida méds “fisico” desde el punto de vista de
la observabilidad, la medida de Lebesgue, que denotamos por m. Esta medida es la

unica que asigna a cada intervalo su longitud como medida probabilistica:

m (a,b] = |b—a|

Si en un sistema dindmico caracterizado por un conjunto invariante S que soporta
una medida ergédica p(S) > 0, el conjunto de puntos atraidos por S tiene medida
de Lebesgue cero, una érbita que visita el conjunto S es “tipica” con respecto a
e “irrelevante” con respecto a m. En este caso S no puede considerarse el atractor
del sistema desde el punto de vista de la observabilidad. Para evitar este resultado

debemos exigir que la medida p sea absolutamente continua con respecto a la medida
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de Lebesgue o, equivalentemente, que p esté dominada por m:
n<<m

Si la medida p es absolutamente continua, para todo conjunto medible S se

cumple:
p(S)>0=m(S)>0

En consecuencia, existe caos observable ¢ robusto cuando el conjunto de condi-
ciones iniciales que da lugar a trayectorias cadticas tiene medida ergédica positiva
absolutamente continua (con respecto a la medida de Lebesgue); en tal caso el con-
junto de condiciones iniciales que dan lugar a trayectorias cadticas S es observable.
La absoluta continuidad respecto a la medida de Lebesgue tambien implica que la

medida puede ser descrita en términos de una funcién de densidad g:

u(S) = / g(w)da

para cualquier subconjunto medible S del espacio de fases.
Existe un resultado que permite encontrar medidas invariantes y en algunos casos
medidas naturales para sistemas dindmicos unidimensionales. Lo enunciamos en el

siguiente teorema!":

Teorema 11 Supongamos que f : I — I,I C R es suave y expansiva a trozos'

en el intervalo [0,1]. Entonces, f tiene una medida invariante p absolutamente

continua.

0Para una demostracién rigurosa de este Teorema vedse Lasota y Yorke (1973) y Li y Yorke
(1978).

H f es suave a trozos si f(x), f'(z) y f”(x) son continuas y acotadas excepto para un nimero
finito de puntos. Por otro lado, f es expansiva a trozos si ademds existe una constante a > 1 tal
que |f'(x)] > « excepto para un nimero finito de puntos en [0, 1].
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Si ' es discontinua en un sdélo punto, entonces u es una medida natural.

El sistema dindmico de la ecuacion logistica para p = 4 es ergddico y tiene
una medida positiva absolutamente continua e invariante con funcién de densidad'?

(Ulam y von Neumann, 1947):

1
9(@) = ——; T
En la practica, demostrar la existencia de caos ergédico y caos observable es
mucho méas complicado que demostrar que existe un ciclo de periodo tres (caos
topolégico). Si somos capaces de excluir la posibilidad de que existan érbitas perié-
dicas estables, para un valor del pardmetro r, el problema de la no observabilidad
del caos desaparece y basta con demostrar la existencia de caos topoldgico para
que dichas trayectorias sean observables. Existe un método que permite excluir la
existencia de tales 6rbitas en algunos casos. Este método se basa en el valor de la

derivada Schwarziana:

) 3 (@)Y
SI@) = 7 2<f’(w)>

Se demuestra (Singer, 1978) que:
Si f(z) es unimodal, tres veces diferenciable, Sf(z) < 0 si f'(x) # 0, f'(a) > 1si
fla) =ay f(z) > z en [a,2*] donde z* es el punto critico (f'(z*) = 0), entonces
zi1 = f(z4) tiene a lo sumo un ciclo periodico estable.

Este resultado no implica que f tenga un ciclo atractivo. Collet y Eckman (1981)
proponen el siguiente teorema para establecer la existencia de un ciclo periodico

estable:

Teorema 12 Si f(z) tiene un ciclo periodico estable, entonces el punto critico x*

12Para un estudio detallado de la existencia de medidas absolutamente continuas e invariantes
en la familia de funciones unimodales vedse Jakobson (1981).
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serd atraido hacia el.

1.9 Entropia

Hemos senalado varias veces que debido a la sensibilidad a las condiciones iniciales,
trayectorias de condiciones iniciales cercanas divergen exponencialmente. Esto de-
termina que pequenos cambios en las condiciones iniciales permanecen inobservables
inicialmente, pero debido a la divergencia exponencial resultan observables cuando el
sistema, evoluciona en el tiempo. Aunque al principio no disponemos de informacién
sobre posibles diferencias en las condiciones iniciales a medida que el tiempo avanza
se produce dicha informacién. Lo siguiente que nos planteamos es cémo medir esta
ganancia de informacién. Para medir esta ganancia se utiliza el concepto de entro-
pia. El concepto de entropia fue utilizado inicialmente por Shannon (1948) en teoria
de la informacién. Shannon definié que en general para N sucesos no equiprobables

la esperanza de la informacién obtenida al enteranos del resultado siguiente es:

N
I'==>) prlog,ps
s

donde p;, son las probabilidades de cada uno de los N sucesos. A partir de este

concepto vamos a medir la ganancia de informacién en un sistema dindmico discreto

Ty = f(xt—l)

Supongamos que el sistema dindmico es bidimensional y que tiene un atractor
A C R2. Inicialmente particionamos el plano mediante una malla finita de cuadricu-
las ¢;, i = 1,...,m. Sea Cy = (c1, ..., ¢;y) dicha particién, donde cada cuadricula tiene
una determinada longitud de lado ¢;, escogida de tal forma que dentro de cada ¢; no
podemos distinguir entre dos puntos distintos. Para cada cuadricula c; la iteraciéon

de f determina otra particién que llamamos C; = (flcy, ..., flcn), donde cada flc;
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es el conjunto de puntos que resultan de la iteracién de f en ¢;. Segtn el tiempo
avanza la iteracién de f da lugar a nuevas particiones del plano C}, = ( frey, . f kcm)
cada vez mds pequenas, donde f*C corresponde a la k—ésima particién. Si el siste-
ma dindmico es ergédico cada cuadricula tiene asignada una medida de probabilidad
1(¢;) que nos da la probabilidad de que un punto del atractor elegido al azar esté

dentro de ella. La informacién contenida en una particién k es:

m

Hy == p(f*e;) logy p( f*e;)

i=1

y nos da la ganancia de informacién, correspondiente a la particién k, al enterarnos
en qué cuadricula estd un punto del atractor. Dadas dos particiones consecutivas
Ck v Ciyq el limite:
. ) 1
h(p) = lim [Hyy1 — Hg] = lim — Hj,

k—o0 k—oo M
se denomina entropia y nos mide la tasa de creacién de informacién con respecto a la
particién que hemos realizado'®. En ella no sélo consideramos el mimero de objetos
que cubren el atractor como en las dimensiones de Box-Counting y de Haussdorf,
sino que tenemos en cuenta la proporcion del atractor que estd en cada cuadricula
p(c;), o lo que es lo mismo, el promedio de tiempo que una 6rbita tipica pasa en ¢;.
Cuanto méds pequeno sea el tamano de las particiones mayor serd el valor de h,
en la medida que cuanto mdas pequenas mayor la incertidumbre sobre en cudl de
ellas se encuentra un punto del atractor. Luego h aumenta cuando disminuye el
tamano de la particién, o lo que es lo mismo, cuando lo hace la longitud del lado de

las cuadriculas €;. En general si el sistema es aleatorio la entropfa tiende a infinito

13La definicién de Shanon de entropfa no es la tinica. Se define la entropfa de Kolmogorov como:

N

I 1 o —k _,\2
Ky = lim log;M(f ci)
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cuando disminuimos el tamano de las particiones, mientras que en los sistemas
cadticos la entropfa tiende a un valor finito y positivo. Una entropia constante
implica que el sistema dindmico s6lo puede tener puntos periédicos.

Podemos medir como aumenta la entropia al disminuir el lado de las cuadriculas

¢ mediante lo que se denomina dimensién de informacién:

Zi]il pi(ci) logy p(cs)
—loge

D[ = lim
e—0

que nos da una medida cualitativa de la informacién que se gana sobre la posicién de
los puntos en el atractor cuando lo observamos cada vez a una escala méds pequena.

En la medida que la incertidumbre viene dada por la divergencia exponencial de
puntos cercanos, la entropia debe estar relacionada con los exponentes positivos de
Lyapunov. Supongamos una bola infinitesimal de radio € que mediante la iteraciéon
de f se transforma en una elipse. La elipse tendrd semieje mayor de orden de eei™,
siendo L; el primer exponente de Lyapunov. Puede suceder que dos puntos que
inicialmente eran indistinguibles en dicho semieje, tras la n—iteracién de f dejen de
serlo. En este caso la tasa media de creacién de informacién debida al estrechamiento
de la bola es L;. Considerando las direcciones inestables de la bola (donde obtenemos

informacién por la separacién de puntos cercanos) tenemos que (Pesin, 1977):

h(p) = Z L;

L;>0

es decir, la ganancia media de informacién, entropia del sistema dindmico es igual

a la suma de los exponentes positivos de Lyapunov'?.

11 Esta igualdad se cumple para el caso en que p es absolutamente continua respecto a la medida
de Lebesgue. En caso de que no lo sea, se tiene que (Ruelle, 1978):

hip) <Y Li

L;>0
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2 Modelos de crecimiento con dinamicas cadticas

A continuacién vamos a revisar los principales modelos de crecimiento econémico
donde se han analizado la existencia de dindmicas cadticas. En general podemos
considerar la existencia de cinco tipos de modelos donde se ha llevado a cabo este
andlisis: a) modelo de Solow, b) modelos de crecimiento 6ptimo exégeno, ¢) modelos
de generaciones sucesivas, d) modelo de Goodwin y e) modelos de crecimiento endé-
geno. Revisaremos todos ellos y analizaremos qué modificaciones se han realizado
en los supuestos de partida de los modelos originales para que la dindmica simple
que les caracteriza ahora pueda ser muy complicada.

Como veremos, en los modelos de Solow, crecimiento éptimo y generaciones suce-
sivas la mayor parte de los trabajos tratan de buscar condiciones sobre las funciones
de utilidad y produccién que generen una funcién unimodal, que represente la dina-
mica del sistema, (la mayor parte la ecuacién logistica) y demostrar la existencia de
caos topoldgico. Sélo en algunos de ellos (los méds actuales) se ocupan de demostrar
la existencia de caos ergddico. Las condiciones que obtienen, sobre todo los modelos
de crecimiento 6ptimo y generaciones sucesivas, son muy similares. En la medida
que la obtencién de caos en tiempo continuo requiere méas de dos variables, éstos
trabajos se centran en el estudio de modelos en tiempo discreto donde la dimen-
sién requerida es menor y, por tanto, el andlisis resulta mucho mds sencillo. En
cuanto al modelo de Goodwin también se estudian qué condiciones imponer sobre
los supuestos de partida para que la dindmica del sistema venga dada por la ecua-
cion logistica. En este modelo los trabajos se han desarrollado en tiempo discreto
y continuo. Aunque los trabajos iniciales se centraron en modelos de crecimiento
exégeno, posteriormente se han desarrollado trabajos que estudian la apariciéon de
dindmicas complejas en modelos de crecimiento endégeno. La dificultad analitica en
éstos es mayor, al tratarse de modelos mas complejos desde el punto de vista teérico

y formal. Analizaremos dos de ellos y veremos que las condiciones para la apariciéon
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de caos no son muy distintas de las que obtienen los modelos de crecimiento exégeno.

2.1 Modelo de Solow

La obtencién de comportamiento caético en el modelo de Solow (1956) tiene su
origen en el trabajo de Day (1982). En este articulo se estudia la posibilidad de
obtener caos en la versién discreta del modelo de Solow.

En primer lugar, Day rescribe el modelo de Solow en términos discretos. La
ecuacién de movimiento del capital K en tiempo discreto, suponiendo que no existe

depreciacion, viene dada por:

Kt+1 =S~ F(Kt, Lt) (21)

donde s es la tasa exégena de ahorro y la funcién de produccién F(Ky, L;) es neo-
clésica (rendimientos decrecientes del factor acumulable, constantes a escala y cum-
plimiento de las condiciones de Inada).

Teniendo en cuenta que la poblaciéon L crece a una tasa constante y exégena n,
L; = (1+n)Lg y que la funcién de produccién es neoclésica, si dividimos la ecuacién

(2.1) entre L, la ley de movimiento del capital per capita es:

s f(k)

kt—l—l - g(kt) - (1 +n)

(2.2)

Solow supone que la tasa de ahorro es constante y exégena. Bajo estos supuestos,
la economia converge de forma mondétona a un estado estacionario estable donde el
crecimiento de las variables per cdpita es cero. Gréaficamente esta situaciéon viene
dada por la figura 2.1.

A partir de este modelo Day muestra que modificando los supuestos iniciales
sobre el comportamiento del ahorro o la productividad del capital, el sistema pue-

de converger al estado estacionario, a ciclos periddicos o dar lugar a fluctuaciones
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t+ 1

Figura 2.1.

cadticas. Para este tltimo resultado utiliza el teorema de Li-Yorke.

Vamos a presentar uno de los ejemplos que él estudia. En éste Day sigue supo-
niendo que la tasa de ahorro es constante, pero introduce un “efecto polucién” en la
productividad del capital. Este efecto consiste en que la productividad del capital
se ve reducida por un incremento en la concentracién del capital. La funcién de

produccioén en términos per cédpita viene dada entonces por:

f(k)=Bk’(m—k)7, 0<pB<1 (2.3)

donde el término (m — k)7 recoge el efecto que provoca la concentracién de capital
y B es una constante que representa el estado de la tecnologfa. En este caso la

ecuacién de movimiento del capital es:

s+ BE? (m — k)"
(1+n)

k’t+1 = h(kt) -

Para valores positivos de los pardmetros § y v la funcién h(k;) es unimodal,

donde el dnico méximo k* es

k* = ——m (2.4)



A continuacién demuestra que existen valores del pardametro B para los cuales
la dindmica del sistema puede ser cadtica.
En primer lugar define el maximo nivel alcanzable del capital per cépita

. . s-B , m B+
= 160 = it (55

Como k™ depende de B y k* no, segin incrementamos B la funcién se va
estrechando hacia arriba mientras el valor de k* permanece constante. Para valores
suficientemente pequenos de B, la situacion es la representada en la figura 2.2, donde

las érbitas del sistema convergen al estado estacionario k°.

kt-‘rl

Figura 2.2.

Sin embargo, segin el pardmetro B aumenta, k® y k™ también lo hacen hasta que
llega un momento en que debe cumplirse & = k* = k*. Este es un punto de bifurca-
cién en el que la dindmica se torna ciclica y el equilibrio £° es inestable, | f'(ks)| > 1.
Para eliminar la posibilidad de obtener valores negativos en k;, imponemos k™ < m.
Por tanto, para valores de los pardmetros que cumplan £* < k™ < m y valores
grandes de B, debe llegar un momento en el que aparecen oscilaciones acotadas.
Para analizar si pueden aparecer 6rbitas cadticas Day estudia si existen valores de

los pardametros que satisfacen las condiciones suficientes enunciadas en el teorema
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de Li-Yorke.

Para ello, elige un valor de B, que llamamos By, para el cual se cumple k™ = m.
Por la ecuacién (2.5) sabemos que en este caso, k* < k™. Esta situacién serfa la
representada en la figura 2.3.

Por otro lado, es sencillo comprobar en el grifico que la ecuacién k* = h (k)
tiene como solucién dos raices positivas. Sea k¢ la menor de esas raices, entonces se

tiene que

0<k®<k*<E"=m

hk) =k, h(k)=k™=m, h(k™) =h(m)=0

es decir, se cumplen las condiciones del teorema de Li-Yorke y el sistema se comporta

de manera cadtica (vedse figura 2.3) para B = B;.

kl+1

e

P mmm e e

k¢ Kok

Figura 2.3.

Finalmente, como el diagrama de fases puede estrecharse de forma continua, es

facil observar en la figura 2.3 que existe un valor menor de B, By, tal que para todo
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valor de B en el intervalo [By, By| existe un k¢ que cumple

0< cB

km,@ — ™) < k€ E* Em
SRTET L L

Para todos estos valores de B, la dindmica del sistema es cadtica.

Day desarrolla otras modificaciones de las hipétesis de Solow (tasa de ahorro
variable, crecimiento restringido). Todas ellas dan lugar a dindmicas del capital per
cépita ki1 = h(k), generadas por una funcién h unimodal (en vez de una funcién
estrictamente decreciente como en el modelo original), similar al ejemplo que acaba-
mos de revisar, y de nuevo utilizando el teorema de Li-Yorke demuestra la aparicién
de caos. La importancia de este trabajo pionero es que muestra cémo un modelo
tan simple como el de Solow con ligeras modificaciones en sus hipdtesis originales,
es capaz de producir comportamientos dindmicos tan complejos, y distintos de la
habitual convergencia monétona al estado estacionario estable.

En un trabajo mds reciente, Bchm y Kaas (2000) demuestran la existencia de
caos topoldgico en el modelo de Solow en tiempo discreto cuando las propensiones al

ahorro de dos tipos de agentes (trabajadores y accionistas) son ligeramente distintas.

2.2 Modelo de Crecimiento Optimo

A principio de los ochenta surgieron una serie de trabajos dedicados a demostrar
que el comportamiento optimizador de los agentes y la existencia de mercados com-
petitivos eran compatibles con la obtencién de dindmicas complejas. Partiendo del
modelo de crecimiento éptimo neocldsico (Ramsey, 1928; Cass, 1965; Koopmans,
1965) estudian las condiciones que deben de cumplirse para la aparicién de caos.
Estos primeros trabajos se centran en el estudio de modelos en tiempo discreto y
para ello reescriben el modelo de crecimiento éptimo en tiempo discreto, donde el

anslisis resulta mucho m4és sencillo.
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El problema de crecimiento éptimo en tiempo discreto viene dado por:

(

MAX. Y pfu(e)

sujeto a:
kivr = f(ke) — ¢+ (1= 0)ky (2.5)
k(O) =kye K

0<c¢ < f(ke)

ke >0

donde u(c) y f(k) son las funciones de utilidad y produccién neoclésicas respec-
tivamente, K es el conjunto de stocks de capital factibles y p € (0,1) el factor de
descuento. El resto de las variables tienen su significado habitual y estdn expresadas
en térmicos per capita.

A partir de la ecuacién de estado el consumo per cdpita se puede escribir en

funcién de k; y kyiq:

cr = g(ki, kisr) = f(ke) — ke + (1 — 0)ky

u(cr) = u(g(ke, kei1)) = V (ke kiya)
Luego el problema de crecimiento 6ptimo anterior es equivalente a:

.
MAX Z:i() ptVU{?t, l{?t+1)
sujeto a:

(kt, kis1) € D

k(0) = ko € K

Este problema junto con las hipétesis neocldsicas sobre las funciones de utilidad
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y produccion describen el modelo neocldsico de crecimiento 6ptimo. Dichas hipétesis

producen los siguientes supuestos sobre V' y D :

A. EI conjunto de stocks de capital factibles K C R} es convexo, compacto y no

vacfo. D C K x K es un conjunto compacto y convexo en R2,

D = {(ky, key1),0 < ky < L, 0 < kyyq < t(ky)}, donde t(k;) es una funcién cén-
cava no decrecreciente definida en [0, L] con (L) = Ly t(k:) > k; en el interior

de D.

B. La funcién V : K x K — R es de clase C?. V es estrictamente céncava,
creciente en k; y decreciente en k;, 1, es decir, la funcién V' cumple lo siguiente

2
th > Oa th+1 > 07 thkt < Oa Vk't+1k't+1 < Oa thktvkt+1kt+1 - thkt+l > 0.

La trayectoria 6ptima del problema (2.6) puede determinarse iterando una fun-
cién h,(k), denominada “funcién de politica”, de K en K tal que: ky = h,(ko), k2 =
h,(k1), .... Para calcular esta funcién se utilizan técnicas de programacion dindmica.
Esta teoria fue desarrollada en los anos cincuenta por un matemédtico americano,
Richard Bellman, y estd especialmente indicada para resolver problemas de optimi-
zaciéon en tiempo discreto. No vamos a exponerla en detalle, pero sf vamos a resumir
los resultados necesarios para resolver el problema (2.6).

El método de Bellman se basa en que la secuencia 6ptima (kf, ks, ...) tiene la

propiedad de que si se resuelve el problema (2.6) desde t = i:
Wp(k;) = max {Z V(keykerr)p' ™y s (ks kir) € D, k(i) = kz}
t=i

los k restantes (desde t = i hasta cero), deben constituir una secuencia éptima de

decisiones para el problema que queda con k; como condicién final. Luego si:

W (kit1) = max{ Z V (K, kt+1)ﬂt_(i+1)> s.a (ki k1) € D, k(i+1) = kfi+1}

t=i+1
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podemos calcular W,(k;) como:

Wp<k%) — max {V(l{?z, ki—i-l) + pr(ki—H); S.a (l{?z, ki+1) - D, k?(Z + 1) = ki—i—l}
(2.7)

es decir, podemos resolver etapa por etapa recursivamente hacia atrds, toman-
do como condicién inicial el £ inmediatamente posterior. El proceso de decisién
de infinitas etapas se reduce a infinitos procesos de decisién de una sola etapa.

La ecuacién (2.7) se conoce como ecuacion de Bellman. En general, si definimos

W,(ko) = maxy o p'V (ki kiy1) s.a. (ke, kev1) € D, k(0) = ko, W,(-) satisface:

Wp(kt) — Imax {V(kt, kt+1) + pr(kt—i-l); S.a. (k/’t, kt—i—l) € D, kt € K} (28)

A partir de la ecuacién de Bellman podemos calcular la funcién de politica h, (k).

La definicién formal de esta funcion es:

h, (ki) = argmax {V (k;, kiy1) + pWy(kiy1), s.a. (ki k1) € D, k€ K}

El comportamiento dindmico de h,(k;), para V' y D dados, depende del factor
de descuento temporal p. El paso siguiente es analizar este comportamiento para
distintos valores de p.

Como senalamos en la introduccion, el resultado dindmico que mejor se ajustaba
a la teorfa neocldsica era la convergencia del sistema a un tnico equilibrio estable.
Esta es la razén por la que inicialmente, dados V' y D que satisfacen los supuestos A
y B, se buscaron los valores del factor de descuento para que la funcién h,(k;) tuviese
un unico punto fijo estable. El principal resultado relacionado con esta cuestion lo
encontramos en el teorema de “turnpike” (Scheinkman, 1976) segtn el cual h,(k;)
tiene un unico punto fijo globalmente atractivo para valores suficientemente altos

(cercanos a uno) del factor de descuento.
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En la medida que para valores muy pequenos del factor de descuento el stock
de capital se dedica tnicamente a producir bien de consumo, es decir, h,(k) = 0
cuando p — 0 (Deneckere y Pelikan, 1986), quedaba por responder la cuestién
de cudl es el comportamiento dindmico cuando el valor del factor de descuento
no es “ni muy grande ni muy pequeno”’. Esta cuestién fue resuelta por Boldrin
y Montruchio'® (1986) en el denominado teorema “anti-turnpike”, segin el cual
cualquier sistema dindmico discreto puede ser resultado de un problema de control
6ptimo. En concreto, dada una dindamica cualquiera se pueden encontrar una funcién
V, un conjunto D, que cumplen los supuestos A y B, y un factor de descuento
capaces de generar dicha dindmica. Luego el comportamiento dindmico caético
puede ser solucién del problema de optimizacién neocldsico.

Los primeros en analizar otro tipo de comportamiento dindmico en los modelo de
crecimiento éptimo distinto a la convergencia al estado estacionario fueron Benhabib
y Nishimura (1984). En este trabajo analizan las condiciones bajo las cuales aparecen
ciclos de periodo dos. En primer lugar muestran que, dado (ky, k1) € D un punto
de hy(kt), si Vigk,,., < 0, la funcién h,(k;) es creciente en k; y si Vi,k,,, > 0, la funcién
h,(k;) es decreciente en k;. Demuestran ademads que para Vi, , < 0 las trayectorias
del sistema convergen a un ciclo de periodo dos, mientras que para Vi, > 0, las
trayectorias del sistema convergen al estado estacionario.

Para interpretar estos resultados en términos econémicos construyen una econo-
mia con dos sectores, uno dedicado a producir bien de consumo y otro a producir
bien de inversién'®. En la produccién de ambos se emplea factor trabajo y capital
fisico. Demuestran que cuando el sector de bienes de inversién es capital inten-
sivo Vik,., > 0, y un aumento de k hoy hace 6ptimo tener un mayor stock de

capital manana. Sin embargo, si el sector de bien de consumo es el capital intensivo

5Resuelven lo que més adelante denominaremos problema inverso ( Carrera y Moran, 1995).

16E] problema, de control éptimo 2.5 se puede formular en términos de una economia con dos
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Vikers < 0y un aumento de & hoy hace 6ptimo un menor stock de capital manana'’.

En este trabajo pionero no se estudia la aparicién de caos, pero a partir de sus
resultados se desarrollan una serie de trabajos que se encargan de ello (Boldrin y
Montrucchio, 1986; Deneckere y Pelikan, 1986; Boldrin, 1986). Como se muestra
en todos ellos y ya senalaron Benhabib y Nishimura (1984), para la obtencién de
orbitas de perfodos mayor que dos es necesario eliminar el supuesto de concavidad
de la funcién Vi, .. En concreto demuestran que es necesario que V., cambie de

signo en D. Deneckere y Pelikan (1986) lo demuestran en el siguiente teorema:
Teorema 13 Suponiendo que:

(i) Existe ky = ¢(kiy1) tal que 0 < ¢p(ki1) <1 para 0 < kyyq <1

(ii) V estd definida en D = [0,1] x [0,1], Vi, > 0 si ke < ki1, Vigky < 0 st

ke > ki

(iii) Ewiste p en (0,1) tal que 0 = h,(0) = h,(1) y hy(k1) = 1, donde ky = ¢(1)

Entonces existe un intervalo abierto J que contiene a p con la propiedad de
que B € J implica que h,(k) tiene un punto de periodo tres, y por tanto tiene

dindmicas complejas en el sentido de Li- Yorke.

La hipétesis (i) implica que la dindmica del sistema itera la funcién en el intervalo

(0,1) y la hipétesis (ii) que h,(k;) es unimodal. Ya hemos visto que, para esta familia

sectores:

MAX. Yoo Pluler)
sujeto a:
o < 1 (kb 1)
kipr < f2 (k3,13)
+12<L
ki +k <l
k(0) = ko

donde los superindices 1,2 corresponden a las funciones de produccién y factores productivos

correspondientes a la produccién de bien de consumo y bien de inversién respectivamente. Los

supuestos sobre las funciones de utilidad y de produccién son los mismos que los del problema 2.5.
1"Este resultado es similar al del teorema de Rybczynski.
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de funciones existen valores de los pardametros para los cuales aparece un ciclo de

periodo tres y por tanto la dindmica es cadtica'®.

La mayor parte de los trabajos
consideran supuestos sobre V' y D que dan lugar a que h,(k:) sea la ecuacién logistica.

Para interpretar estos resultados en términos econémicos consideran de nuevo
una economia con dos sectores. El hecho de que que la apariciéon de caos esté rela-
cionada con el cambio factor-intensidad entre los distintos sectores de la economia,
determina que dichos comportamientos no sean posibles en modelos de crecimiento

neoclésicos con un sélo sector!?

. Para valores grandes de k el sector de bien de
consumo es mds intensivo en capital que el de bienes de capital, mientras que para
valores pequenos de k ocurre lo contrario. La relacion factor-intensidad cambia entre
los dos sectores para un valor (critico) k y determina que para valores de k mayo-
res (menores) que k, la economfa encuentra rentable producir bienes de consumo
(producir bienes de capital). En el primer caso la funcién h,(k) es decreciente en k
mientras que en el segundo es creciente y la h,(k) que resulta es unimodal.

Dependiendo del valor del factor de descuento h,(k) presenta distintos comporta-
mientos dindmicos, desde convergencia a un estado estacionario o ciclos de diferentes
perfodos finitos, hasta caos. El tipo de comportamiento, depende del patrén de in-
version, es decir, del hecho de que la economia encuentre rentable producir bienes
de consumo o producir bienes de capital. Esta rentabilidad viene dada por el factor
de descuento.

Demuestran que el teorema anterior se cumple y la dindmica de h,(k) es cadtica
para valores del pardmetro p suficientemente pequenios?’. Este resultado, como

veremos, es comun a todos los trabajos y ha sido objeto de critica al considerarse

valores poco realistas.

I8El teorema establece las mismas condiciones sobre la funcién h,(k) que las del trabajo de Day
(1982) ya que su grafica se corresponde con la figura 2.2.
19Sin embargo, como veremos més adelante, si se alteran algunos de los supuestos originales, es

posible obtener comportamientos caéticos en modelos de un sélo sector.

20Deneckere y Pelikan (1986) obtienen que dadas las hipétesis (i) y (ii) y que % <p<l1,
min{|V5(1,0),|V2(0,0)[}

[V1(0,0)]

donde z; cumple h(x1) = 1,la dindmica es cadtica con p =
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Aunque la mayoria de estos trabajos centran su analisis en la existencia de caos
topolégico en algunos de ellos se estudia tambien la existencia de “caos observable”.

Boldrin (1986) considera la siguiente definicién:

Definicién 7 h, : K — K tiene caos observable si existe una medida pn en K que

es invariante con respecto a h,, absolutamente continua y ergodica

y demuestra como bajo los supuestos del teorema 11 y la hipétesis de que la derivada
Schwartziana de h, sea negativa en K para p suficientemente pequeno, el sistema
dindmico h, exhibe caos ergédico.

Para demostrar que h, cumple la anterior definicién es necesario conocer la forma
funcional de h,. Como en la mayorfa de las aplicaciones se desconoce la forma de
esta funcién los trabajos se limitan a mostrar algunos ejemplos de funciones V' que lo
cumplen. Por ejemplo, Deneckere y Pelikan (1986) muestran un ejemplo de funcién
V que da lugar a una funcién de politica logistica con comportamiento cadtico:
h,(k) = 4k(1 — k), cuando p = 0.01 y 0 < k < 1. Ademds senalan que la funcién
h, tiene una medida invariante ergédica y absolutamente continua con respecto a
la medida de Lebesgue (la densidad de la medida es 1/7\/k (1 — k)) y presenta
sensibilidad a las condiciones iniciales (el exponente de Lyapunov es log2).

Por 1ltimo, existen una serie de trabajos mas actuales, que demuestran la apa-
ricién de caos en modelos neoclédsicos de crecimiento éptimo discreto calculando la
entropia topoldgica del sistema dindmico. De manera sencilla la entropia topolégica
se define como la tasa a la que diferentes trayectorias son “distinguibles” cuando el
nimero de observaciones N (el paso del tiempo) aumenta:

T T In 55’N<h, A)
k(h,A) = ll_r% ke(h,A) = J\Pinoo — N

donde k. (h, A) se define como la tasa crecimiento exponencial del nimero de tra-

yectorias en un conjunto A C D compacto e invariante € — distinguibles cuando la
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longitud de las trayectorias tiende a +o00, y 6:n(g, A) :

nimero méaximo de puntos dentro de A:
0: n(g, A) = max

tras IN perfodos sus 6rbitas estdn € — separadas.

Si kK > 0 y ademds es suficientemente “grande” se toma como definicién de
dindmica complicada y existe alta sensibilidad a las condiciones iniciales.

Montrucchio y Sorger (1996) muestran que de nuevo existe una fuerte relacién
entre el comportamiento dindmico complejo (medido por la entropia topolégica de

las sendas 6ptimas) y el factor de descuento. En concreto demuestran que:

k(h, A) < —(Inp)c..(A)

Iné. 1(h,A)
—Ine

donde ¢, (A) = limsup,_,,

Para valores del factor de descuento suficientemente pequenos la entropia es
arbitrariamente grande lo que implica que la dindmica es complicada. Montrucchio
(1994) resuelve el problema a la inversa, y demuestra que si la dindmica es muy
complicada la entropfa es muy grande y el factor de descuento tiene que ser muy
pequeno.

En general, en los primeros trabajos que estudian la aparicién de comportamien-
tos complejos el factor de descuento debe ser tan pequeno para la aparicién de caos,
que como hemos comentado, muchos autores lo consideran irrealista. Sin embargo,
sus defensores senalan que en la medida que el valor de p necesario para la obten-
cién de caos esta condicionado por los supuestos realizados sobre las funciones de
produccién y de utilidad (supuestos A y B sobre las funciones V' y D) y el tipo de
mercado (competencia perfecta), es posible relajar estos supuestos de manera que
obtengamos cualquier tipo de dindmica, independientemente del valor que tome p.

Veamos dos ejemplos.
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Boldrin (1986) muestra que relajando los supuestos sobre la tecnologia y la fun-
cién de utilidad, los valores del factor de descuento para los cuales aparece caos en
modelos de crecimiento con dos sectores son mas realistas. En concreto, considera
que u es lineal y que el grado de sustitucién entre factores (medido por la elasti-
cidad de sustitucién) es pequenio. Ademds, a diferencia de los primeros modelos,
supone que la produccién de bienes de consumo e inversién siguen distintos procesos
productivos. Las tecnologia de bien de consumo es CES y la de bien de capital es
Leontief . Con estos supuestos obtiene que no es necesario que el factor de descuento
sea muy pequeno para obtener caos. En general, la obtencién de caos no depende
de este tipo de tecnologia concreta, pero parece importante que la elasticidad de
sustitucién sea pequefia para que ocurra el cambio de la relacién factor intensidad?'.

En el caso discreto los valores mas realistas del factor de descuento aparecen
cuando se relajan los supuestos de competencia imperfecta, mercados completos u
otros tipos de eficiencia. En estos casos las condiciones necesarias para la aparicién
de dindmicas cadticas son mucho menos restrictivas y el caos aparece en modelos de
un sélo sector. Ademds en estos trabajos se pueden aplicar con mayor facilidad las
condiciones para demostrar la existencia de caos observable.

Por ejemplo, Woodford (1988), muestra cémo en un modelo de un sélo sector
donde los agentes no pueden pedir prestado, puede aparecer caos observable. En el
modelo existen dos tipos de agentes, trabajadores: ofrecen factor trabajo a cambio
de una renta salarial y la dedican integramente a consumir, y empresarios: son los
propietarios del capital, se ocupan del proceso productivo y dedican una proporcién
(1 — ) de su riqueza actual al consumo y el resto al ahorro. Como los trabajadores
no pueden ahorrar, los empresarios financian sus proyectos de inversién con su propia

riqueza. El stock de capital en cada periodo es igual a la proporcién de su riqueza

21Boldrin y Deneckere (1987) tambien muestran cémo el factor de descuento aumenta cuando
decrece el grado de sustituibilidad entre factores.
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en el periodo anterior que no dedicé a consumir, es decir, a su ahorro:

kip1 = Bhyr (v (k)

donde 7 (v (k;)) es el méximo rendimiento posible para los propietarios del capital
y v(k:) es la oferta éptima de trabajo. La ecuacién anterior determina la evolucién
temporal del stock de capital y es un caso especial de las dindmicas analizadas por
Day (1982), con la diferencia de que ésta se ha obtenido a partir de un problema de
optimizacién. Woodford supone que la tecnologia de produccién F' es Leontief:

ak —bk?/2n  para k/n < a/b,
Flk.n) = /2n P /n<a/

a’n/2b para k/n > a/b
y teniendo en cuenta que r (v (k;)) = Fy :

B (ak — bk?*)  para k< a/b,
ki = f(k) = (2.9)
0 para k>a/b

Transformando las variables, z; = (b/a) ki, (2.9) se convierte en la ecuacién
logistica x4+ = faxi(1 — x¢). Como ya sabemos para todos los valores de (a entre
el valor critico 3.57 y 4 la dindmica es cadtica. Este resultado nos dice que para
algunas condiciones iniciales es posible la existencia de trayectorias cadticas, pero
no garantiza que podamos observar dichas trayectorias. Asi, puede ocurrir que el
conjunto de condiciones iniciales que dan lugar a trayectorias caéticas tenga medida
cero. Por esta razén, Woodford lleva a cabo el andlisis de la existencia de caos
observable. Para ello utiliza el teorema 10 que presentamos en la seccién anterior.
A partir de él deriva las condiciones suficientes para que la dindmica sea cadtica y
observable. Obtiene que estas condiciones se satisfacen para un conjunto abierto

de valores de los pardmetros y que se cumplen independientemente del valor que
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tome el factor de descuento. No obstante, sigue siendo necesario que el grado de
sustitucién entre capital y trabajo no sea alto.

A partir de los trabajos pioneros se han desarrollado multitud de trabajos que
demuestran la existencia de caos topolégico (Mitra, 1996; Nishimura y Yano, 1996)
y ergédico (Nishimura et al., 1994; Nishimura y Yano, 1995) en el modelo de cre-
cimiento éptimo con dos sectores. Para ello elaboran condiciones bajo las cuales
la funcién de politica es unimodal y expansiva. De nuevo la aparicién de caos estéd
relacionada con el cambio de factor intensidad en los sectores, valores pequenos de
factor de descuento y bajo grado de sustitucién entre factores. Distintas extensiones
del modelo de crecimiento neocldsico estudian la existencia de caos introduciendo
el capital en la funcién de utilidad (Majumdar y Mitra, 1994) o endogeneizando la
tasa de crecimiento de la poblacién (Prskawetz y Feichtinger, 1995). Otros trabajos,
sin llegar a demostrarlo, se preguntan sobre la posibilidad de obtener caos cuando
se introduce el ocio en la funcién de utilidad (Hek, 1998).

Al principio hemos senalado que el estudio de la obtencién de dindmicas com-
plejas se ha llevado a cabo en modelos de tiempo discreto debido a que en tiempo
continuo el andlisis es mucho méas complejo, al ser necesaria una mayor dimensién
para la aparicién de caos. Sin embargo, la obtencién de dindmicas cadticas es posible
en modelos en tiempo continuo y se demuestra a partir de los resultados obtenidos
para el caso discreto (Boldrin y Montrucchio, 1989). McKenzie (1976) y Rockafellar
(1976) desarrollan el teorema turnpike para tiempo continuo y muestran cémo el
factor de descuento esté relacionado con la forma del Hamiltoniano, el cual depende
de la tecnologia y las preferencias. Montrucchio (1987) demuestra el teorma anti-
turnpike para tiempo continuo a partir del caso discreto. De nuevo, cuanto menor es
el factor de descuento mds probable la aparicién de dindmicas complejas en tiempo

continuo.
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2.3 Modelo de Generaciones Sucesivas

Los primeros trabajos dedicados a estudiar bajo qué condiciones aparece caos en mo-
delos de generaciones sucesivas (OLG) son los de Benhabib y Day (1982) y Grand-
mont (1985). El primero de ellos estudia la aparicién de dindmicas cadticas en el
“caso clasico” del modelo OLG sin produccién (Gale, 1973), donde la generacién
joven pide prestado a la generacién vieja. El segundo realiza el mismo tipo de andli-
sis para el “caso Samuelson” donde la generacion joven presta a la generacién vieja
(Samuelson, 1958). A continuacién revisamos ambos trabajos.

Benhabib y Day suponen que todos los consumidores de una misma generacién
son idénticos y se considera una generacion representativa que vive dos periodos.
Cada consumidor recibe una dotacién wy cuando es joven y w; cuando es vieja.
Sus preferencias vienen representadas por un funcién de utilidad U (co(t), c1(t + 1)),
donde ¢y(t) y c1(t + 1) son sus consumos en el primer y en el segundo perfodo
respectivamente. La tasa de interés (factor de descuento) en t p,, definida como
la tasa de intercambio entre consumo presente y futuro, determina la restriccién

presupuestaria:

at+1)=wi +p, [wo —co(t)], co(t) >0, ci(t+1)>0 (2.10)

Suponiendo que la poblacién crece a una tasa v la condicién de equilibrio de

mercado (ahorro igual a inversién) viene dada por:

(1 +7) [wo —co()] + w1 —ei(t) =0

Cuando es joven el consumidor elige en ¢ sus consumos en el primer y segundo pe-
riodo, maximizando U (co(t), c1(t + 1)) sujeto a su restriccién intertemporal (2.10).
Un equilibrio de intercambio puro para esta economia es una sucesion {p,, co(t)},—,

tal que co(t) es solucién del problema de maximizacién individual, dado p, y la
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condicién de equilibrio de mercado??.

Se consideran los siguientes supuestos:

1. La funcién de utilidad de la generacion representativa es estrictamente céncava,

dos veces diferenciable, creciente en sus argumentos y separable (neocldsica).

2. Para todos los precios a lo largo de la senda de equilibrio la solucién siempre

es interior (se garantiza si la funcién de utilidad cumple las condiciones de

Inada).

Bajo estos supuestos la condicién de primer orden del problema de maximizacién
de U sujeto a (2.10) se reduce a que en equilibrio la tasa de interés es igual a la

relacién marginal de sustitucion entre los dos consumos:

Up (co(t), ca(t + 1))

P U (o), ar(t + 1))

donde Uy y U; son las derivadas parciales de U. Sustituyendo esta expresién en

(2.10) tenemos:

Uo(co(t),ci(t +1))  wy—ei(t+1)
Ui (co(t),cr(t+1))  co(t) — wo

(2.11)

A continuacién los autores tratan de reducir la expresién anterior a una ecuacion

en diferencias en ¢y(t) o en ¢;(t + 1) empleando el siguiente resultado (Gale, 1973):

Lema 1 En el caso cldsico bajo los supuestos 1 y 2 la ecuacion (2.11) se puede

escribir en la forma

c1(t+1) = G(eo(t); wo, wy)

22Gi no hay peticién de préstamos en el primer periodo, no hay nunca.
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Definen la relacién marginal de sustitucién restringida (CMRS):

Up (co(t), c1(t + 1
Ui (co(t),cr(t +1

); = V(co(t); wo,wr) (2.12)

donde la funcién V' da el valor del factor de descuento en el 6ptimo dada la restricciéon
presupuestaria y la condicién de primer orden .
Combinando (2.12) con la condicién de equilibrio de mercado, obtenemos la

ecuacion en diferencias:

colt +1) = gleo(t)) = wo + ﬁ‘/(co(t); wo, wn) (co(t) — wo) (2.13)

que genera el comportamiento dindmico del consumo.

El comportamiento cualitativo de estas trayectorias depende de la tasa marginal
de sustitucién, que viene determinada por el tipo de funcién de utilidad que se
considere. Benhabib y Day se preguntan qué caracteristicas debe tener U para
que las trayectorias sean caéticas en el sentido de Li-Yorke. Para ello es necesario
introducir la condicion suficiente de sustituibilidad (SCC). La funcién de utilidad

cumple (SCC) si existe un ¢ > wy tal que:

(i) oy = (ﬁ) V(e) > 1
(i) ap = (ﬁ) Viaé+ (1 — ar)wy) > 1

(iii) 0 < a3 = yan < ) V(apaet + (1 — aqag) wy) <1

1
T+
La figura (2.4) representa la SCC donde el factor de descuento se relaciona con
su correspondiente nivel de consumo presente:
Como podemos observar el cumplimiento de SCC determina que cuando el con-

sumo es bajo, el factor de descuento es muy alto (los consumidores estédn dispuestos

a sacrificar mucho consumo futuro por una pequena cantidad de consumo presente),
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pero que éste decrece sustancialmente cuando el consumo aumenta. En términos
de la funcién de utilidad la SCC requiere un alto grado de concavidad para que la
RMS varie lo suficiente®®.Para demostrar el teorema analizan la existencia de ciclos
de periodo 3 y a partir de la condicién SCC demuestran formalmente que existe un
co € J tal que g*(co) < co < g(co) < g*(co)-

Teniendo en cuenta esta condicién enuncian su principal resultado:

Teorema 14 Bajo los supuestos 1y 2 y suponiendo que V (co(t); wo, w1) cumple la
condicion suficiente de sustituibilidad (SSC), la ecuacion en diferencias (2.13) es

cadtica en el intervalo J = (wo; wo + —fj’rlv) .

La aparicién del ciclo de periodo tres estd relacionada con la condicién SCC.
Esta condicién determina un cambio de regimenes en los niveles de consumo y tasas
de interés que en iltima instancia garantiza la aparicién del ciclo de periodo tres.
Goodwin y Pacini (1992) lo explican con el siguiente argumento intuitivo. Suponga-
mos que la RMS en un determinado periodo ¢ es muy alta. En este caso la generacion
joven en t financia un pequeno exceso de demanda a expensas de un gran exceso de

oferta en el siguiente periodo (el mimero de unidades que renuncio en el futuro por

23Los autores sefialan que en general es facil encontrar funciones de utilidad que la satisfacen y
muestran algunos ejemplos (U (cg,c1) = u(cg) + ¢1).

69



consumir algo en el presente es alto), lo que implica que la nueva generacién joven
tendrd un mayor consumo disponible que la anterior (wy + p, [wo — co(t)] > co(t)).
Para consumir esta cantidad en el presente la segunda generacién de jovenes tendra
un exceso de oferta cuando sea viejo atin mayor que la anterior generacién a pesar de
tener un p, menor. La tercera generacién de jévenes tendrd un consumo disponible
aun mayor (su dotacién més el exceso de oferta de la segunda generacién) y sélo
estdn dispuestos a aceptarlo a una tasa de interés negativa. Cuando esto ocurra el
exceso de oferta de esta generacién seguira siendo positivo (se supone que una vez
que se comienza en el caso cldsico se continia siempre en él) pero més pequeno,
de manera que la siguiente generacién dispondrd de un menor nivel de consumo y
p, volverd a ser mayor que el de la situacién inicial. Este cambio en el patrén de
consumo determina la aparicién del ciclo de perfodo 3 y para que ocurra es necesario
que la RMS varie lo suficiente (segtin aumenta el consumo presente) para que llegue
un momento en el que el decrecimiento de ésta compense los crecientes aumentos de
los excesos de oferta. La funcién que describe la dindmica del consumo g (co (t)) , en
este caso, es estrictamente convexa.

Grandmont realiza el mismo tipo de andlisis que acabamos de describir para el
“caso Samuelson” donde ahora es la generacién joven la que presta a la generacion
vieja. En él, como veremos, la clave para obtener caos estd en el conflicto entre los
efectos sustitucion y renta intertemporales.

Se supone que todos los agentes son idénticos y viven dos periodos. Existe un
bien de consumo que es producido con el trabajo ofrecido por los consumidores en
un mercado competitivo. La producciéon de una unidad del bien requiere una unidad
de trabajo y en equilibrio el salario real es igual a uno.

Si cada agente tiene una dotacién de trabajo en cada periodo (I,15) y su oferta
de trabajo es (ly,l2), su consumo de ocio viene dado por (I§ — 13,15 — l5). Las prefe-

rencias del consumidor vienen representadas por una funcién de utilidad separable
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intertemporal U = Uy (c1, ] — 1) + Us(cz, 15 — [2), continua, creciente y estrictamente
céncava, con [; > 0 y l5 > 0. Los jévenes pueden ahorrar parte de su renta y lo
hacen manteniendo su riqueza en forma de dinero. El stock de dinero se supone
constante.

Cada agente cuando es joven elige en ¢ su consumo presente ¢; > 0, su oferta
de trabajo 0 < l; < [}, su demanda de dinero m en el presente, su consumo futuro
¢y > 0y su oferta de trabajo futura 0 < ly <[5 que maximizan su funcion de utilidad

intertemporal, sujeto a las restriciones presupuestarias:

plaa—lL)+m=0y p(ca—1l2)=m (2.14)

donde p es indistintamente el precio del bien de consumo y el salario, y p° es el
precio esperado por la generacién joven en el siguiente periodo**. Bajo los supuestos
considerados sobre la funcién de utilidad el problema tiene una tnica solucién.

Los valores 6ptimos de (¢; — l1) y (c2 — l2) dependen de la tasa de intercambio
intertemporal 6 = 1%. Como una unidad de trabajo produce una unidad de bien,
estos valores pueden ser interpretados como los excesos de demanda actuales (ahorro)
y esperados que denotamos por z1(6) = (¢; — 1) y 22(6) = (co — l3) respectivamente.

La demanda de dinero m?(p, p°) viene dada entonces por:

m®(p,p°) = —pz1(0) = p°z2(0) (2.15)

lo que implica:

021(0) + 22(f) =0 para todo 6 > 0 (2.16)

24 Bajo previsién perfecta p® = py41 v en caso contrario p° se estima como funcién del precio
actual y los precios pasados. Grandmont analiza la existencia del equilibrio y su estabilidad cuando
existe previsién perfecta y cuando no existe y los agentes llevan a cabo un proceso de aprendizaje.
No vamos a tratar estas cuestiones y supondremos, como hace él en el resto del andlisis, previsién
perfecta.
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La expresiéon anterior es la condicién de equilibrio del mercado, es decir, los
excesos de demanda de la generacién joven mds los planeados por la generacion
vieja en t deben ser igual a cero (el ahorro de los jévenes debe ser igual al desahorro
de los viejos).

Grandmont reescribe el modelo que acabamos de describir en términos de una
economia de intercambio en vez de con producciéon, donde cada agente recibe una
dotacién del bien [* en cada perfodo de su vida. La razén es que esto le permitird,
maés adelante, establecer supuestos més precisos sobre la funcién de utilidad indirecta
que derivandolos a partir de la funcién de utilidad original U.

Asi, sea V = Vi(a1) + Va(az) la funcién de utilidad indirecta aditiva y separable
definida como el valor méximo de U sujeta a a, = ¢, +(lf—[,), donde a, es la riqueza
real del agente para 7 = 1,2 que se considera dada. EIl problema que resuelve ahora
el consumidor consiste en maximizar V' con respecto a a; > 0, as > 0 y m > 0 sujeto

a:

pay+m=1] 'y pag=pl5+m

y las elecciones 6ptimas de las variables son equivalentes a las que obtenemos al
resolver el problema de optimizacién de la economia con produccién (U sujeto a
(2.14)).

La condicién de primer orden del problema de maximizacién intertemporal de la

economia de intercambio puede escribirse como:

Vila(61) _ p

V@) o (217)
Sustituyendo (2.17) en (2.16) tenemos:
Vi)
Vzl(a2(9t)) 1(975) 2(915) (2.18)
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Los signos de z1(6) y z5(6) vienen determinados por los efectos sustitucion y renta
intertemporales. Si p, aumenta, debido al efecto sustitucién el consumo presente
disminuye (al ser més caro relativamente), mientras que por el efecto renta aumenta
(al ser ahorrador, su renta es mayor y se supone que ¢; es normal), de manera que
sin méds informacién el efecto total es ambiguo. En el caso en que domine el efecto
sustitucion z{(#) < 0 mientras que si domina el renta z{(¢) > 0. El consumo futuro
aumenta por lo dos efectos de manera que z5(6) > 0.

Para obtener un resultado sobre el signo de z7(#) define el coeficiente relativo de

aversion al riesgo:

1

R, = %jj;)(lt—z}), r=1,2 (2.19)
que ademds de medir el grado de aversién al riesgo, R, nos permite medir el grado
de concavidad de cada V.

Grandmont muestra que si 2} (f) cambia de signo la dindmica del modelo se torna
ciclica y pueden aparecer ciclos de periodo mayor o igual a dos. Asi, enuncia una
serie de supuestos sobre el coeficiente R, que deben cumplirse para que el signo
de 2} () cambie, en concreto, que exista un tinico #* > 6 tal que 2;(f) < 0 para
6 <0 <0 2(0°) =0y 2,(0) >0 para § > 0*. Demuestra que, para que esto
suceda, es necesario que la concavidad de la funcién de utilidad de la generacion
vieja, medida por R,, sea mayor que uno para algin a, > 0.

Para explicar el hecho de que el cambio de signo provoque la aparicién de ciclos
estudia la curva de oferta del consumidor, esto es, combinaciones éptimas de consu-
mo presente y futuro en funcién de p,. Cuando el efecto sustitucién domina, subidas
de p, provocan que el consumo presente disminuya y el futuro aumente, mientras
que si es el renta el que domina la curva de oferta “se vuelve hacia atrds” (vedse
figura 2.5) y subidas de p, provocan aumentos en ambos consumos:

La forma unimodal de la curva de oferta viene determinada por el conflicto entre
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Figura 2.5.

los efectos sustitucién y renta intertemporal y como muestra a continuacién es el
factor clave para la obtenciéon de caos. Para ello Grandmont desarrolla todo el
andlisis formal para encontrar supuestos sobre las funciones de utilidad que generen
comportamientos dindmicos cadticos. Vamos a resumirlo brevemente.

A partir de la condicién de equilibrio del mercado se obtiene una ecuacién en

diferencias para 6:

Or1 = 2y ' (—21(0:)) = 0(0:) (2.20)

Demuestra que encontrar un equilibrio periédico de la economia es equivalente a
encontrar una érbita periédica de ¢(6;), y estudia el comportamiento dindmico del
sistema a partir de esta ecuacién en diferencias. Obtiene que los ciclos de perfodo
mayor o igual que dos aparecen siempre que exista un gran conflicto entre los efectos
sustitucion y renta intertemporales cuando p, varfa, de manera que la curva de oferta
esté suficientemente curvada hacia atras.

A continuacién define la funcién x = z, 0 0 2, *, topolégicamente conjugada
a la funcién ¢, de manera que ambas funciones describen la misma dindmica. Si

definimos p;, = 22(0;_1) como el nivel de saldos reales de equilibrio mantenidos
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por un consumidor representativo (véase ecuacién (2.15)), haciendo un cambio de

variable la ecuacién (2.20) se transforma en:

My = 32(915—1) = _fLLl) = X(P’t—i—l) (2-21)

En la medida que ¢ y x se deducen uno del otro mediante un cambio de variable
reversible, ambos presentan el mismo comportamiento cualitativo. Este cambio de
variable tiene la ventaja de trabajar directamente con las funciones de utilidad en
vez de las funciones de exceso de demanda y permite estudiar las propiedades de las
primeras cuando la dindmica es cadtica.

La ecuacion (2.18) puede ser reescrita como:

Vil = 22(01-1))22(0:—1) = V5(l2 + 22(0:)) 22(0:)

y realizando el cambio de variable ji,,; = 25(6;):

Mtvll(ll - Mt) = Mt+1V2/(l2 + ﬂt+1) (2.22)

que define implicitamente x(p) = (v;" 0 vs) (), donde las funciones vy y vy son:

vi(p) = pVi(li—p) parapen [0,l] y (2.23)

va(p) = wVy(la+p) paratodo pu >0 (2.24)

El objetivo ahora es encontrar condiciones suficientes sobre las funciones vy y vy
(sobre la V') bajo las cuales las trayectorias generadas por la ecuacién x (6 ¢) sean
cadticas en el sentido Li-Yorke, es decir, condiciones suficientes para la existencia
de un ciclo de periodo tres. Gréficamente obtiene que para ello la “joroba” de la
funcién x debe ser muy pronunciada. En términos de las funciones de utilidad (o

equivalentemente de las funciones v; y v3) la joroba es mas pronunciada cuanto més

75



alto es el grado de aversion al riesgo de la generacién vieja, es decir, cuando el grado
de concavidad de la funcién de utilidad de la generacién vieja es muy alto en relaciéon
al de la funcién de utilidad de la generacién joven?.

En conclusién, aparte de obtener un criterio para verificar la existencia de un ciclo
de periodo tres, Grandmont proporciona propiedades sobre la funcién de utilidad
para obtener dicho ciclo. En la medida que la obtencién de caos estd relacionada
con la existencia de un 6 para el cual la curva de oferta se vuelve suficientemente
hacia atrds y que esto se consigue con un valor de Ry alto, se trata de elegir V5 (o
vy) de manera que el grado de aversién relativo al riesgo de la generacion vieja sea
grande.

Las condiciones para la existencia de caos topoldgico del modelo de Grandmont
son muy similares a las del modelo de Benhabib y Day. En ambos modelos es
necesario que suceda un cambio en el patrén de consumo para un determinado valor
del factor de descuento. Esto implica que la funcién que genera la dindmica del
consumo tenga “joroba” y si ésta es lo suficientemente marcada existe un ciclo de
periodo tres (lo cual se consigue en ambos modelos suponiendo funciones de utilidad
con alto grado de concavidad).

Uno de los objetivos de los dos modelos que acabamos de revisar es encontrar
la relacién entre el modelo OLG convencional (supuestos neocldsicos) y distintos
tipos de dindmicas (equilibrio estacionario, ciclos periddicos y caos). En relacién
al modelo OLG neoclésico, la dindmica es simple y la economia converge de forma
mondtona al tinico estado estacionario estable del sistema?®. En este modelo inicial
el valor de la derivada de la funcién que genera la dindmica de la economia y que
determina su comportamiento es siempre negativo, debido al supuesto de que el

efecto sustitucién domina al renta. Sin embargo, como muestran los dos modelos

25Como el mismo sefala, esto ocurre en particular con funciones de elasticidad constante, donde
la generacién vieja tiene una funcién de utilidad que es suficientemente més concava que la de los
jévenes.

26V ganse Romer (1996), capitulo 2, y Barro y Xala-i-Martin (1995), apéndice del capitulo 3.
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que acabamos de presentar, si existe un valor del factor de descuento para el cual
dicha derivada cambia de signo (domine el efecto renta) el comportamiento dindmico
simple desaparece y las trayectorias pueden ser caéticas. De nuevo, la introduccién
de modificaciones en alguna hipétesis del modelo original altera el comportamiento
dindmico drasticamente.

Para terminar, senalar que en la actualidad existen varios trabajos que analizan
la obtencién de caos en distintas extensiones del modelo OLG (Vilder, 1996; Pintus
et al., 2000, Yokoo, 2000). Algunos modelos de OLG actuales introducen lo que
Grandmont (1998) denomina self-fulfilling mistake: el proceso de aprendizaje de
los agentes da lugar a una dindmica de aprendizaje no lineal tan compleja que los
errores de los agentes nunca desaparecen (Sorger, 1998; Mdélnar y Simonovits (1998),
Schonhofer, 1999).

Carrera y Morédn (1995) resuelven lo que ellos denominan el problema inverso
para modelos OLG. Este consiste en partir de una determinada dindmica y construir
el modelo econémico capaz de generarla, sin ningtin supuesto convencional a priori.
La resolucién del problema inverso genera cualquier dindmica a partir de una amplia
familia de funciones de utilidad, mientras que en el problema directo una tnica
dindmica es generada por una economia concreta. Ademds, el problema inverso
establece condiciones necesarias y suficientes que caracterizan economias capaces de

generar una dindmica concreta?”.

2.4 Extensiones del Modelo de Goodwin

El modelo de Goodwin (1967) es una aplicacién a la economia del modelo presa-
depredador de Lotka-Volterra (Lotka, 1925; Volterra, 1931) y trata de explicar de

forma enddgena los ciclos econémicos a partir de la interaccién entre salarios, bene-

2TYa hemos visto que Boldrin y Montrucchio (1986) resuelven el problema inverso para modelos
de crecimiento 6ptimo. Sin embargo, su trabajo fue criticado por el valor irrealista (muy bajo) que
debia tomar el factor de descuento para generar dindmicas complejas.
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ficios y desempleo. Las soluciones del sistema son érbitas periédicas, y, por tanto,
cualquier punto inicial estd situado en una 6rbita ciclica (véase Lorenz, 1993). Mu-
chos autores han mostrado un gran interés a la hora de estudiar modificaciones de
las hipétesis originales que den lugar a otro tipo de comportamiento dindmico. Den-
tro de estos trabajos existen algunos que tratan de analizar las condiciones bajo las
cuales dicho comportamiento es cadtico. Vamos a revisar algunos de ellos.

Entre los primeros trabajos que se ocuparon de esta tarea se encuentra el modelo
de Pohjola (1981). Este modelo es una versién discreta del modelo de Goodwin,
donde ahora es el nivel de salarios, en vez de su cambio relativo, el que depende
positivamente de la tasa de empleo. A continuacién analizamos las implicaciones de
esta modificacién en la naturaleza de las soluciones.

En primer lugar Pohjola reescribe las hipétesis del modelo de Goodwin en tiempo

discreto. La oferta de trabajo IV, crece a una tasa constante n:

Nipi=(1+n)N;, n>0

y la productividad del trabajo crece a una tasa constante o :

La condicién de equilibrio del mercado de bienes en tiempo discreto se reescribe:
K — Ky =(1—-uw)Y,

Definimos la tasa de empleo E; = ﬁ,—tt, y teniendo en cuenta las hipétesis anteriores
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resulta:

Et+1_1+(1—ﬁb9—ut)

E u(l+g) (2:25)

donde g = n 4 0 + on, es la tasa natural de crecimiento.

Hasta aqui las hipétesis son las mismas que las del modelo de Goodwin. Sin em-
bargo, siguiendo el trabajo sobre ecuacién de salarios de Kuh (1967), Pohjola supone
que los salarios, y no su tasa de variacién, son un margen sobre la productividad del
trabajo. Dicho margen depende de la situacion del mercado de trabajo; en concreto

supone que depende positivamente de la tasa de empleo:

donde h(E;) es una funcién creciente de E; para 0 < F; < 1. Teniendo en cuenta la

participacién salarial en el producto u; = wlt/ft y suponiendo h(E;) = —a + BE; se

obtiene la ecuacién:

El pardmetro a refleja el poder de negociacién de los capitalistas. Un aumento
de « incrementa el margen sobre la productividad del trabajo de manera que, para
la misma tasa de empleo, el salario es menor.

Sustituyendo esta ecuacién en (2.25) tenemos:

Eis 1
=1+—[1—pg+a—-BE
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que se reduce a:

E1 = E, {1 +r <1 - ?)} (2.28)

donde r = 17_(’1%%)0‘ y B* = 1—_%@ es el nivel de empleo de equilibrio (aquel para el
cual Fyy1 = E;). Esta ecuacion puede ser reescrita como la logistica. Si llamamos

x podemos reescribir (2.28) como:

_ _rky
t = (+r)E*
Tty1 = (1 + T‘)Cﬂ't(l — CE’t)

Como mostramos en la seccién anterior existen valores de los pardametros para los
cuales el comportamiento dindmico de esta ecuacion es cadtico. Pohjola, tomando
como referencia el trabajo de May (1976), resume los principales comportamientos
dindmicos para distintos valores de r. El comportamiento caético surge para valores
2570 <r < 3.

Para analizar la dindmica en términos de los pardmetros del modelo supone que
g = 0. Graficamente, muestra que la aparicién de caos estd relacionada con valores

suficientemente grandes del poder de negociacién, «, y del ratio producto-capital,

. Sin embargo, si g > 0 la obtencién de ciclos y caos es poco probable, y los valores
ay % necesarios deben ser aiin méas altos. Relajando los supuestos de que los
trabajadores no ahorran y que los capitalistas no consumen se obtienen los mismos
resultados.

Los resultados obtenidos para la tasa de empleo son aplicables a la tasa de

crecimiento del producto a partir de la ecuacién:

Yigp 14+(1-4;) 1+(1+a-3E)

Y: @ p

La tasa de crecimiento del producto es una funcién lineal de la tasa de empleo y
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el comportamiento dindmico de ambas tasas es el mismo.

Aparte del trabajo de Pohjola, el modelo de Goodwin ha sido generalizado por
otros autores para estudiar el impacto de la introduccién de nuevas tecnologias y la
obtencién de caos. En estos trabajos el modelo se desarrolla en tiempo continuo.

El propio Goodwin (1990) estudia los elementos que determinan el crecimiento
ciclico del output en un modelo del tipo Lotka-Volterra en tiempo continuo con di-
fusién de innovaciones. Para explicar la naturaleza ciclica del crecimiento integra
elementos esenciales de las ideas de Keynes y Schumpeter y formula varios modelos
que pretenden explicar la coexistencia de ciclos medios (Juglars) y largos (Kondra-
tiev). Vamos a ver brevemente uno de los modelos que plantea. El modelo viene

dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

U = —du+ fv—ez (2.29)
i = hv (2.30)
2 = b+gz(v—2) (2.31)
g (cdu+t fo—ez) i (] — s

.- ey k) (2.32)
E o= jk(1—sk) (2.33)

Las dos primeras ecuaciones son una versién simplificada del modelo de Lotka-
Volterra para la tasa de empleo y la tasa salarial. La variable k representa la
acumulacién de capacidad innovadora, que se supone tiene un crecimiento logistico
(ecuacién (2.33)). La ecuacién (2.32) representa la ley de movimiento del output®,
q. El pardmetro s mide el efecto del crecimiento de la capacidad de innovacién en

el producto; j es la tasa de crecimiento de la logistica; m es el ratio capacidad-

2La ecuacién (2.32) se obtiene teniendo en cuenta que:
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producto; v* es el nivel de empleo de equilibrio (definido como el nivel para el cual
el crecimiento del salario es igual al crecimiento de la productividad); d, f,e,h y b
son constantes positivas.

La variable z juega el papel de pardmetro de control de v y v. Cuando z = 0,
el sistema produce ciclos inestables. Para solucionar el problema de la inestabilidad
se introduce la ecuacién (2.31) y se obtiene un sistema dindmico que da lugar al
atractor de Rossler (Rossler, 1977). Este atractor es uno de los mds simples que se
conocen en dindmica cadtica. A continuacién explicamos su significado econémico.
Cuando el empleo y el producto aumentan (disminuyen) por encima (debajo) de un
determinado nivel se pone en movimiento el crecimiento de una variable, pardmetro
de control z, que progresivamente inhibe la expansién (disminucién) del producto y
el empleo, estabilizando el sistema. Dentro del atractor la dindmica del sistema es
muy diversa, desde ligeramente irregular hasta cadtica. Sin embargo el sistema es
dindmicamente estable: si se estd inicialmente fuera del atractor se acaba dentro, y
si inicialmente se estd dentro, nunca se sale. El comportamiento dindmico dentro del
atractor parece reflejar las irregularidades que se observan en la series econémicas y
muchos autores lo consideran el atractor mas comprensible y aplicable a la economfa.

Mediante simulaciones numéricas y para distintos valores de los pardmetros se
obtienen distintos grados de irregularidad. Para analizarla se construye el diagrama
de fases y las series temporales de u y v. Para ciertos valores de los pardmetros
la dindmica que se observa en el diagrama de fases es cadtica, lo que produce un
crecimiento en el producto aun mds irregular. Dicha irregularidad es resultado de: a)
cémo la aparicién de innovaciones afecta al nivel de empleo en dos sentidos opuestos
(por un lado, aumentando el producto se eleva el empleo y por otro, el cambio
tecnolégico disminuye el empleo por unidad de producto al elevar su productividad)
y b) del papel estabilizador del pardmetro de control.

Aparte de los modelos de difusién de innovaciones propuestos por Goodwin, se
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han desarrollado una serie de trabajos dentro de lo que se ha denominado “econo-
mia evolutiva” que, partiendo de distintas modificaciones del modelo Lotka-Volterra,
construyen modelos de crecimiento e innovaciones con dindmicas cadticas. La eco-
nomia evolutiva considera que la evolucién de los sistema econémicos es similar a
la de los procesos biolégicos. Asi, estudian el impacto de la introduccién de nuevas
tecnologias identificando éstas con la aparicién de una nueva especie. Emplean-
do conceptos biolégicos, analizan los procesos de difusion, seleccién, adaptacion e
implementacion de nuevas tecnologfas en la industria. Los principales trabajos tie-
nen como referencia los modelos de Goodwin (1967) y Silverberg (1984). Vamos a
presentar uno de ellos.

Silverberg y Lehnert (1996) analizan el comportamiento dindmico del sistema
cuando las nuevas tecnologfas son generadas por un proceso aleatorio de Poisson, y
demuestran que el modelo tiene las caracteristicas suficientes para obtener caos. En
la economia coexisten un grupo de distintas tecnologias (coeficientes fijos lineales),
y cada una de ellas produce un bien de capital. El modelo que proponen es el

siguiente:

W o= —mw + nwv (2.34)
B k—i—a_c—i(l a—i>+8(m F) - (2.35)

donde m y n son constantes positivas, w es el salario real, v la tasa de empleo, k
el stock de capital, r la tasa de beneficios, a la produtividad del trabajo, ¢ el ratio
capital-producto, 7 la tasa media de beneficios, a es la tasa de crecimiento de la
fuerza de trabajo, v la tasa exponencial de depreciacién del capital fisicoy f = a+7.
El subindice 7 denota la tecnologia y la ausencia de subindices se refiere al nivel
agregado. Se supone que la aparicién de una nueva técnica sigue un proceso aleatorio

de Poisson. Cada nueva técnica incrementa en una proporcién fija la productividad

83



del trabajo a. Se considera que la nueva técnica no reemplaza inmediatamente a las
anteriores sino que distintas tecnologias pueden coexistir durante largos perfodos de
tiempo. Ademads es necesario un proceso de difusién de la nueva tecnologia antes de
que ésta aumente la productividad del trabajo.

Mediante simulaciones obtienen las series temporales de las variables del modelo
y analizan sus propiedades. Para ello utilizan una serie herramientas numéricas de
deteccién de caos (exponentes de Lyapunov, dimensién de correlacién Grassberger-
Procacccia, estadistico Brock-Dechert-Scheinkman) y obtienen que las series pueden
ser cadticas?’.

En conclusién, comparando los resultados dindmicos del modelo de Goodwin
original (6rbitas cerradas) con los modelos revisados en esta seccién, de nuevo ob-
servamos que la introduccién de ciertas modificaciones altera el comportamiento
dindmico del sistema original. Hemos visto cémo en el modelo de Pohjola el hecho
de introducir una curva de Phillips donde el nivel de salarios (no su cambio relativo
como hace Goodwin) depende positivamente de la tasa de empleo, y el suponer tiem-
po discreto en vez de continuo, cambia la estructura del modelo original y da lugar
a una ecuacion en diferencias no lineal capaz de generar trayectorias cadticas. En
los modelos desarrollados en tiempo continuo, los elementos que alteran la dindmica
original del modelo de Goodwin y dan lugar a la aparicién de dindmicas caéticas
son, por un lado, la aparicién de innovaciones y los efectos opuestos que provocan
en la tasa de empleo, y por otro la introduccién de ciertos elementos estabilizadores

del sistema.

2.5 Crecimiento Endégeno

Aunque los primeros trabajos dedicados al estudio de la obtencién de dindmicas

complejas se desarrollan en modelos de crecimiento exégeno, a mediados de los 90

29E] tipo de caos analizado con estas herramientas numéricas se denomina caos de baja dimensién
(low-dimensional chaos).
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comienzan a aparecer trabajos que realizan dicho estudio en modelos de crecimiento
enddégeno. Vamos a revisar dos de ellos, el de Deissenberg y Nyssen (1998) y el de
Boldrin, Nishimura, Shigota y Yano (2000).

Deyssenberg y Nyssen parten de una economia en la que existen dos tipos de
agentes. El primero lo forman un continuo de empresas, identificadas con el subin-
dice 7,7 € [0,1]. Cada empresa ofrece un bien diferente a un precio igual al coste
marginal. La empresa tiene la posibilidad de invertir, que en este caso, consiste en
utilizar recursos productivos para obtener una innovacién tecnolégica que reduce el
coste de produccién en una proporcién A. Una firma que invierte en t disfruta de una
situacién monopolista en t + 1, que le permite vender su producto a un precio igual
a su coste marginal antes de llevar a cabo la inversién. Finalizado este perfodo, los
beneficios de la innovacién pasan a manos de los consumidores y el precio de venta
se reduce en el siguiente perfodo. El rendimiento neto de la inversién viene dado
por:

(1-NL
F(l—nt—l—)\nt)

Rl =

que no es otra cosa que la funcién inversa de demanda de recursos para invertir. L
es la oferta de recursos, F' es la cantidad de recursos que invierte cada empresa y n;
es el nimero de empresas que invierten en t. Sobre n; se anaden dos restricciones,
una de no negatividad, n; > 0, y una restriccién de capacidad, n; < 1.

El segundo tipo de agentes lo forman un nimero arbitrario de hogares idénticos
que resuelven, con un horizonte temporal de dos periodos, un problema de maxi-
mizacién que puede descomponerse en dos. Un problema estdtico que consiste en
la decisiéon 6ptima de cémo repartir sus gastos entre los distintos bienes dentro de
un mismo perfodo y un problema dindmico, que consiste en la decision éptima tem-
poral entre ahorro y consumo. Considerando que el gasto entre los distintos bienes

se reparte uniformemente, se resuelve el problema de optimizacién temporal entre
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ahorro y consumo, del que obtenemos la oferta inversa de recursos de inversion:

m 1 Ut41 L (]. — Ny—1 + )\nt_l)
Rt - = —

1
6w E(L —nyF) (1 = ng + Ang) A" (2.36)

donde ¢ es la tasa de descuento temporal, y u; y us1 son las funciones de utilidad
instantdneas en t y t 4 1.

Igualando oferta y demanda de recursos para invertir y teniendo en cuenta las
restricciones de capacidad y no negatividad, obtenemos una ecuacién de movimiento
para el nimero de empresas que invierten en un determinado periodo t, n;, como

funcién del niimero de empresas que invirtieron en el periodo anterior, n;_1:
ny = max [0, min [1, ¢ (ni—1)]] = © (n4—1) (2.37)

donde:

L 11— Ng_1 + )\nt_l

¢(nt—1) = I - S5 \u-1 )\1+nt—1

A partir de la ecuacioén (2.37) se lleva a cabo el andlisis dindmico del modelo. En
primer lugar, se analiza la posible forma de la funcién ¢, y obtienen que (teniendo
en cuenta las restricciones de capacidad y no negatividad) en general, esta serd como
la representada’® en la figura 2.6.

La forma de esta curva es resultado de la interaccién de las decisiones de ahorro
e inversién de los hogares y empresas. Un aumento de n;_; no afecta a Rf , pero
afecta a R]" a través de dos efectos opuestos. Por un lado, un efecto renta por el
cual, un aumento de n;_; afecta positivamente a la utilidad en ¢ de las familias al
aumentar los beneficios de la innovacién, lo que provoca una disminucién de R}"

(vedse la ecuacion (2.36)). Por otro, un efecto precio que provoca un aumento de

30En concreto, demuestran que tiene esta forma para A > 0.21.
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Figura 2.6.

7', en la medida que un aumento de la inversién en ¢ — 1 provoca una disminucién
del precio en t + 1 y en consecuencia un aumento de la utilidad en ¢ + 1.

En la medida que Rf no depende de n;_; y es creciente en n;, demuestran que
# (ni_1) < 0 si el efecto renta domina al precio y ¢ (n;_1) > 0 si el efecto precio
es el que domina. Este cambio en el patrén de inversiéon es uno de los factores que
determinan la apariciéon de dindmicas complejas.

A continuacién se analiza la existencia de valores de los pardametros para la apa-
ricién de un ciclo de perfodo tres, es decir, de caos topolégico. La complejidad
del modelo hace imposible calcularlos analiticamente. Por esta razon, realizan si-
mulaciones numéricas para observar el rango de valores para los cuales se obtienen
dindmicas cadticas. Demuestran que la apariciéon de caos estd relacionada con los
valores que tomen %, Ay 6. Asi, estos pardametros y combinaciones de ellos pueden
ser interpretados como pardmetros de bifurcacién. Los autores sélo contemplan el
caso de variaciones exdgenas de % y demuestran que para valores pequenos del factor

de descuento §, el sistema dindmico presenta un comportamiento caético®!.

31TLa necesidad de valores del factor descuento pequefios para la obtencién de caos era un re-
sultado comtn a los modelos de crecimiento exégeno que revisamos en la primera epigrafe. Este
resultado se debia al tipo de funciones de utilidad y produccién que se consideraban. Como senialan
los propios autores, considerando otro tipo de funcién de utilidad los valores de § necesarios para
la aparicién de caos son mds realistas.
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Los autores muestran que la apariciéon de dindmicas cadticas no estd relacionada
ni con la exogeneidad o endogeneidad de los factores que determinan el crecimiento
econémico, ni con el cumplimiento de las restricciones de capacidad y no nega-
tividad. La aparicién de comportamientos complejos resulta de la interaccién de
demandantes y oferentes de recursos de inversién y la imperfeccién del mercado aso-
ciada. En concreto, es necesario el cambio en el patrén de inversion, es decir, que
las empresas encuentren rentable en cada perfodo dedicar una mayor cantidad de
recursos a invertir o a producir bien de consumo (como obtuvimos en los modelos
OLG este resultado depende del conflicto de los efectos renta y precio).

Boldrin, Nishimura, Shigoka, y Yano (2000) construyen un modelo de crecimien-
to endégeno con dos sectores donde introducen un efecto externo positivo en la
produccién de uno de ellos. Mediante varios ejemplos numéricos demuestran la exis-
tencia de caos topolégico y ergédico. La externalidad positiva esta es la misma linea
que la desarrollada en los modelos de “aprendizaje por la practica” (Arrow, 1962;
Romer, 1986).

Existen dos bienes, de consumo y de inversién, producidos en sectores diferentes.
El comportamiento del agente representativo viene descrito por el siguiente problema

de optimizacién:

(

MAX. Yoo Plulcr)
sujeto a:
¢ = ef KL L@ 0<a<1,7>0
Iy = DKy
Ki + Ki <k
kepqy=L+1—pwk 0<pu<l
k(0) =k
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La primera restriccion es la funcién de produccién de bien de consumo y e; es la
externalidad del sector. Se supone que el nivel de externalidad es igual a la cantidad
total de capital empleada en los dos sectores k;. La dotacién de trabajo es fija
L =1 y s6lo se emplea en el sector de bien de consumo. La segunda restriccién es
la funcién de produccién del bien de inversién y la cuarta ecuacién la acumulaciéon
de capital donde u es la tasa de depreciaciéon del bien de capital. Se supone que
ule)=c7y0<o<l.

Definen § = b+ 1 — p, y suponen 6 > 1, lo cual es necesario para que exista
crecimiento a largo plazo.

A continuacién calculan y caracterizan el equilibrio dindmico y a apartir de las

condiciones de optimalidad habituales llegan a una ecuacién en diferencias:
1
21 = flz) = (00)77 2 (6 — z)° (2.38)

donde z; = 0 — k';gtl , =1L —1y [ >0.Para 8> 0, la funcién f es unimodal y

satisface f(0) = f(f) = 0 y este es el caso que se estudia.

En primer lugar demuestran mediante ejemplos numéricos la existencia de caos
topolégico. Manteniendo fijos los valores de los pardmetros (a, 3,8) = (0.5,5,0.6)
muestran que existen valores del pardmetro 6 para los cuales el sistema dindmico
(2.38) es topologicamente cadtico y los mismo cumple el stock de capital de equilibrio

definido como:

ki1 = (9 - Zt) Ky

A continuacién demuestran la existencia de caos ergédico utilizando el método de
la derivada Schwartziana que presentamos en la primera parte del trabajo. Mediante
simulaciones numéricas muestran valores del pardmetro 6 para los cuales el sistema

genera sendas de equilibrio que son ergédicamente cadticas.
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Por 1ltimo demuestran que el caos ergddico es robusto en el sentido de la teoria
de la medida que presentamos tambien la primera parte. Muestran que el conjunto
de condiciones iniciales que da lugar a trayectorias caéticas tiene medida ergddica
positiva absolutamente continua (con respecto a la medida de Lebesgue); de manera
que el conjunto de condiciones iniciales que dan lugar a trayectorias cadticas es
observable.

El modelo predice que cuando el efecto externo es muy fuerte, la tasa de creci-
miento podria oscilar para siempre a lo largo de ciclos periédicos e incluso trayecto-

rias cadticas.
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Conclusiones

El principal objetivo de este trabajo ha sido mostrar cémo la introduccién de no
linealidades permite explicar de forma endégena el comportamiento irregular carac-
teristico de las variables econémicas. Como senalamos en la introduccion, a pesar de
ser un hecho estilizado de la economia el comportamiento irregular de las variables
econdmicas, los trabajos de crecimiento tradicionales, en general, no se han ocupa-
do de estudiar las fluctuaciones irregulares, limitdndose al estudio de la tendencia
de crecimiento sostenido. FEl resultado fundamental que se desprende del presente
trabajo es que la introduccion de ciertas no linealidades en algunas relaciones de las
variables econémicas de los modelos de crecimiento originales altera el comporta-
miento dindmico drasticamente. En concreto la dindmica interna del sistema puede
ser muy compleja, incluso cadtica, reflejando de una forma mas precisa la tipologia
de comportamientos observados en la realidad, sin necesidad de introducir shocks
exégenos. Por tanto, los modelos son capaces de explicar de forma enddgena los
ciclos y el crecimiento econémico.

En los modelos de crecimiento 6ptimo exégeno y endégeno la complejidad del
comportamiento dindmico viene dada por la dindmica no lineal del patrén de in-
versién para ciertos valores del factor de descuento. En concreto, el tipo de com-
portamiento dindmico depende del hecho de que la economia encuentre rentable
producir bienes de consumo o producir bienes de capital. Esta rentabilidad viene
dada por el factor de descuento. Para valores pequenos de éste, la dindmica de
inversién es generada por una funcién unimodal, y puede aparecer caos. No obs-
tante, se demuestra que el sistema es capaz de generar trayectorias cadticas, para
cualquier valor del pardmetro de descuento intertemporal, cuando se relajan los su-
puestos neocldsicos realizados sobre las funciones de produccién y de utilidad y el
tipo de mercado (competencia perfecta). En los modelos de generaciones sucesivas

la apariciéon de dindmicas complejas estd relacionada con la dindmica no lineal del
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consumo y con el valor que toma el factor de descuento. En concreto, es necesario
un cambio de patrén en el consumo para un valor determinado del factor de des-
cuento; es decir, que existan valores del factor de descuento para los cuales el efecto
sustitucién intertemporal domine al renta, pero que a partir de un determinado va-
lor sea el efecto renta intertemporal el que domine, de manera que la funcién que
genera la dindmica del consumo sea unimodal. Los elementos que dan lugar a la
aparicién de dindmicas complejas en el modelo de Goodwin son diversos. Por un
lado, la introduccién de una ecuacién de salarios en lugar de una curva de Phillips
y la extensién a tiempo discreto dan lugar a un comportamiento de tipo logistica
en la evolucién de la tasa de empleo, capaz de generar trayectorias cadticas. En los
trabajos mads recientes, la acumulacién de innovaciones de tipo logistico, los efectos
opuestos que dicha acumulacién provoca en la tasa de empleo, y la introduccién de
ciertos elementos estabilizadores del sistema pueden ser fuente de comportamientos
cadticos.

En conclusion la presencia de no linealidades dentro de estos modelos permite
mostrar las naturaleza irregular y compleja de los fenémenos econémicos considera-
dos (inversion, produccién, empleo, etc.) sin necesidad de introducir shocks exége-
nos. Por tanto, pensamos que la aplicacion de los sistemas dindmicos no lineales en
el d&mbito de la economia dindmica constituye una via a seguir, en la medida que
pueda enriquecer y completar los trabajos que tratan de explicar el origen y la na-
turaleza de las fluctuaciones, y en concreto, aquellos que defienden la endogeneidad

de dicha naturaleza.
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